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前 言 


模 论 是 抽象 代数 的 基本 而 重要 的 组 成 部 分 ， 与 代数 学 的 许多 
分 支 有 着 密切 的 联系 ， 是 群 论 、 环 论 极 为 重要 的 工具 ， 同 时 也 是 
同调 代数 、 范 畴 理论 以 及 代数 拓扑 的 理论 基础 。 作 为 一 门 课程 
模 论 已 被 列 入 数学 系 代数 选修 课 的 首选 课程 之 一 。 它 与 数学 系 两 
门 必修 的 代数 课程 一 一 高 等 代数 、 近 世代 数 的 联系 相当 密切 。 一 
方面 ， 它 以 高 等 代数 与 近世 代数 的 理论 、 方 法 作为 全 面 的 必要 的 
基础 ， 另 一 方面 ， 又 使 得 这 些 理论 与 方法 得 到 充分 的 应 用 、 补 充 
和 深化 。 特 别 是 它 把 域 上 的 有 限 维 线性 空间 理论 相当 完美 地 发 展 
成 为 主 理想 环 上 的 有 限 生 成 模 的 理论 。 

本 讲义 的 内 容 由 两 部 分 组 成 : 模 论 基础 和 主 理想 环 上 有 限 生 
成 模 的 基本 理论 及 其 在 两 个 具体 方面 的 应 用 一 一 有 限 生成 交换 群 
的 结构 与 域 上 有 限 维 线性 空间 的 一 个 线性 变换 的 标准 形 问题 。 前 
省 主要 介绍 作为 一 般 的 代数 体系 的 模 的 基本 概念 、 基 本 理论 和 方 
法 ; 后 者 主要 给 出 主 理想 环 上 有 限 生成 模 的 结构 定理 :标准 分 解 
式 的 存在 及 其 唯一 性 。 在 此 基础 上 ， 对 自 同 态 的 表示 矩阵 给 出 了 
具体 的 刻画 ， 同 时 介绍 了 结构 定理 在 两 个 具体 问题 上 的 应 用 。 根 
据 现行 教学 计划 的 要 求 ， 我 们 在 讲义 中 安排 的 内 容 用 50 课 时 便 可 
讲 完 。 i 

作为 一 门 选修 课 的 讲义 ， 本 书 在 编写 时 着 重 考虑 了 两 个 方面 
的 问题 。 首 先 ， 既 要 通过 本 讲义 确切 地 传授 模 论 的 基本 知识 ， 更 
要 在 提高 读者 的 代数 学 素质 和 掌握 代数 学 方法 上 多 花 些 工夫 。 其 
次 ， 象 其 他 代数 课程 一 样 ， 模 论 也 有 内 容 〈 概 念 、 理 论 和 方法 ) 
相当 抽象 、 推 型 论证 较 多 等 特点 。 对 此 ， 我 们 尽量 做 到 在 文字 扔 
述 上 详 略 适度 ， 使 之 通俗 易 懂 ， 简 练 明明 。 尤 其 是 对 每 一 个 问题 

1: 


的 提出 。 分 析 和 解决 ， 唉 注意 讲 清楚 《是 什 么 ?更 注意 讲 和 过 和 
“为 什么 2 ， 以 便 读 者 做 到 心中 有 数 ， 目 的 明确 ， 步 又 清 楚 ， 从 
而 知 其 然 ， 也 知 其 所 以 然 。 针 对 内 容 拍 名、 论证 较 多 的 特点 ， 我 
们 配置 了 数量 充分 、 各 有 针对 性 的 例题 ， 又 使 许多 重要 而 又 繁 准 
的 论证 用 例题 简单 地 再 现 出 来 。 国 此 ， 可 以 说 讲义 中 的 例题 是 本 
讲义 不 可 坝 少 的 重要 组 成 部 分 。 

由 于 我 们 的 水 平和 经 验 所 限 ， 本 讲义 在 科学 性 方面 会 有 许多 
不 足 和 廖 误 之 处 ， 项 望 大 家 予以 指正 。 


坊 者 
于 东北 师范 大 学 数学 系 
1986 年 9 月 
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第 1 章 
模 论 基础 


在 这 一 章 里 介绍 模 论 的 基础 知识 ， 包 括 以 下 
三 个 方面 ， 2 OR 

1。 模 的 概念 地 模 与 商 模 “4 

2。 模 的 映射 ! 同 态 定理 和 同 构 定理 

3。 模 的 分 解 ; Jordan 一 Hilder 定理 和 
Krull 一 Schmidt 定 理 。 

本 章 主要 目的 在 于 把 域 上 线性 空间 的 “有 限 
维 这 一 特 球 性 质 推广 到 一 般 的 模 上 去 。 


81 模 的 定义 和 例子 


在 高 等 代数 和 抽象 代数 这 西门 基础 课程 里 ， 大 家 都 已 熟知 数 
域 (或 一 般 域 ) PP 上 线性 空间 这 一 重要 而 基本 的 概念 ， 它 是 这 样 
一 种 代数 体系 ， 
〈(I) 假设 是 域 ， 7 是 加 法 群 。 
〈 革 ) 规定 了 一 个 F 与 7 到 7 里 的 “倍数 乘法 ”， 即 学 上 ED,CEP 
使 得 
(k, a) | 一 >Kc ET 了 
〈 香 ) 满足 以 下 四 个 运算 规律 
(i )》 kla+B)=kat+kB, 
(ji) (kK+Da=katla, 
(iii) (kl)a= (la), 
(iv) lra =a 
其 中 kh 1EF，a，BEV，1e 为 域 P 的 恒 等 元 烷 。 
不 难看 出 ， 在 《下 》 中 要 求 成 立 的 四 条 算 律 ， 并 不 直接 希 要 
厂 是 域 这 一 前 提 ， 共 至 于 就 连 F 的 滋 法 可 交换 人 性 也 不 是 必须 的 。 
明显 提出 要 求 的 只 是 域 F 中 忆 等 元 素 1r 在 倍数 乘法 之 下 的 特殊 
作用 。 这样 ， 把 是 域 减 弱 为 是 一 般 的 有 恒 等 元 素 的 环 时 ， 按 
照 (T) 、(I) 和 《各 ) 这 三 个 方面 的 要 求 ， 便 规定 了 比 域 卫 
上 线性 空间 更 为 广泛 的 代数 体系 一 一 环 上 的 模 的 概念 。 
定义 1 假设 
(IT) R 为 有 恒 等 元 素 1R 《去 0》 的 环 ，MM 是 加 法 群 。 
(了 ) 规定 了 一 个 R 与 M 到 玉里 的 倍数 乘法 : 
半 FER,，aE€EM 使 Yk,， a) | 一 >ka€ MM, 
(和 丰 ) 具有 以 下 四 条 运算 性 质 ， 
aa 3。 


Gi ) EC+B) = ka 上 大， 
(i) (t+Da=katla, 
(iii) (kl)a=k(la) 
(iv) .lrQa=a, 
其 中 已 1ER a,BEM, 14 为 环 R 的 恒 等 元 素 ， 那么 就 称 履 做 成 
环 R 上 的 一 个 左 模 。 也 说 必 是 一 个 左 R 一 模 。 
特别 地 ， 当 R 是 域 时 ， 域 上 的 模 就 是 通常 的 线性 空间 ，。 
用 数学 归纳 法 ， 根 据 定义 1 容易 直接 推出 左 一 玉 模 M 如 下 的 
简单 性 质 。 
]， klartas++Qs)=ka,+hka, + +ka,, 
2, (kitkst tk)a=kiatkat+ +h oe, 


:3, (-ha= (ka)=k(-a), 
4, 0a=0=k0 

下 面 列 出 模 的 一 些 例子 。 

例 1 


L， 偶 数 加 法 群 M 做 成 整数 环 Z 上 的 一 个 左 模 ; 有 理 数 加 

法 群 {Q + } 也 做 成 整数 环 Z 上 的 左 模 ,但 是 ,整数 加 法 群 
{ Z， + } 不 能 做 成 偶数 环 R 上 的 模 ， rr 
有 班 数 域 Q 上 的 左 模 (习题 11) 。 

2， 数 域 P 上 一 元 多 项 式 的 加 法 群 MM= {FCx]; + } 做 成 整 
数 环 Z 上 的 模 ; 做 成 数 域 上 的 模 ; 也 做 成 多 项 式 环 FCx] 上 的 
模 。 

3， 考 虑 数 域 了 上 的 n 阶 方 阵 环 R= { MM,(F); +,，。}, 令 加 法 
群 M= {Ms(PF)8 + } 。 于 是 这 样 一 个 加 法 群 M 可 以 分 别 是 左 了 
一 模 ; 左 P 一 模 ; 左 R 一 模 。 

5}, 令 加 法 群 M= { Ze + } 。 于 是 加 法 群 M 可 以 分 别 是 左 Z 
一 模 ， 左 Ze 一 模 。 如 果 取 R= { 0，23，《 }， 做 为 Zs 的 子 
环 ,R 本 身 是 一 个 环 , 而 且 有 恒 等 元 素 18= 地。 于 是 按照 Ze 中 的 乘 


8 ， 


法 ,R 与 M 到 M 里 有 一 个 倍数 乘法 。 试 问 这 时 加 法 群 M= {Zes+ } 
是 否 做 成 一 个 左 R 一 模 ， 为 什么 ? 
例 2 任 一 加 法 群 MM 均 可 按 自然 方式 成 为 整数 环 Z 上 的 模 ， 


即 Z 与 M 到 MM 里 的 倍数 乘法 规定 如 下 ， 
at+Q+…+a(n 个 a) ， 当 n>0 时 ， 
na=( 0, 当 n= 0 时 ， 
| ~ [nla, 当 n<0 时 ， 


由 加 法 群 中 的 倍数 算 律 、 可 知 必 是 左 Z 一 模 。 

例 3 设 R 为 任 一 有 恒 等 元 素 的 环 ， 必 为 R 的 一 个 左 理想 ， 
于 是 ， 把 环 的 冬 法 取 做 与 六 到 用 里 的 倍数 乘法 ， 这 样 M 做 成 一 
个 左 R 一 模 。 

特别 地 ， 取 为 环 R 的 加 法 群 {R; + } 时 ， 那 么 R 的 加 法 群 
M= {R; + } 可 自然 的 看 成 是 左 R 一 模 。 

例 4 设 R, 是 有 恒 等 元 素 的 环 为 Ro 的 一 个 子 环 ， 使 
Jro ER。 那 么 任 一 R。 上 的 左 模 M 都 可 自然 地 看 成 子 环 上 的 左 
模 , 特 别 地 ，R。 的 加 法 群 { Ro， + } 可 按 自然 方式 看 成 一 个 左 R 一 
模 。 

例 5 设 R 是 有 恒 等 元 素 的 环 .对 积 集 
RY = {x Na a) |x ER, i=1, 2, 7, 1} 
规定 
Ks Kas os Kn) + (Ys Yas Ya) 
= (Xt Xe 十 Ha 7 Xt Yn), 
(Xi Xas 1 Xn) 
sm (hx, kxs, *, kx), 
那么 R'W 做 成 环 R 上 的 一 个 左 R 一 模 。 

例 6 设 R 为 有 恒 等 元 素 的 环 ，N 为 自然 数 集合 。 对 从 NN 到 

的 一 切 映 射 组 成 的 集合 
RY= {fl|f:N>R} 
规定 


， 4 ， 


(f+ 8) Cn)=f(n) + gn). 
CEf) nn) = HF), 
其 中 f,g ER*, KER, nEN, 那么 Rw 做 成 环 R 上 的 一 个 左 模 。 
例 7 设 7 是 域 P 上 的 线性 空间 ，o 为 7 的 一 个 取 定 的 线性 变 
换 ，FCx) 是 F 上 的 一 元 多 项 式 环 于 是 ， 规定 PC 与 7 到 TV 里 的 
倍数 乘法 如 下 ， 和 
六 f(x) EF[x])，aEV 使 得 A A 
那么 7 做 成 多 项 式 环 FCxJ 上 的 左 模 。 “ 
事实 上 令 f(x)=aot+a1x+…+asx",. 按 倍数 腿 法 的 定 
义 ， 则 有 
f(x)a= (ao+CIX 二 十 OnXe)Q 
= (aoogo+aia+ 心 十 as0s)(G)， 
= Co00ko) 十 Cl0(G) + +as0"(a) 
这 样 ， 所 谓 f(x) 与 a 相 乘 的 结果 就 是 用 线性 变换 'o 导出 的 线 
性 变换 f(c) 去 作用 向 量 a 所 得 的 结果 。 于 是 ， 很 据 线性 变换 的 
运算 性 质 容易 指出 了 确实 做 成 多 项 式 环 FCx] .上 的 一 个 左 模 。 
象 上 面 这 样 ， 从 域 F 上 的 一 个 线性 空间 了， 通过 一 个 线性 变 
换 o,， 得 到 的 PCx] 一 模 了 在 后 面 的 讨论 中 还 要 用 到 ， 拒 它 叫 做 
由 线性 变换 o 导出 的 模 。 
在 本 节 最 后 对 两 个 问题 说 明 如 下 。 

。 首先 ， 模 是 线性 空间 概念 的 自然 发 展 。 央 此 模 的 理论 中 有 许 
多 结果 是 线性 空间 相应 事实 的 推广 。 但 模 毕 竟 不 同 于 线性 空间 ， 
从 而 线性 空间 理论 中 的 某 些 事实 ， 对 于 模 来 说 不 再 成 立 。 

例如 
ka =0<=>k= 0 或 a = 0， 
这 一 线性 空间 中 尽 人 和 丝 知 的 简单 事实 ， 在 机 中 刚玉 上 成 立 。 这 可 
由 Z 一 模 Zs 得 到 说 明 
6EZ，6 关 0， 可 EZs， 可 0, 可 是 63=0。 
其 次 ,我 们 给 出 的 模 概念 突出 了 一 个 左 字 ,叫做 左 R 一 一 模 。 
2 [1 二 


这 征 芍 为 倍数 乘法 是 环 尺 的 元 素 从 左边 去 策 加 法 群 M 中 的 元 素 的 
缘故 。 从 而 完全 类 似 地 有 右 一 一 模 的 概念 。 即 
定义 1 假设 - 
(I') RK 是 有 恒 等 元 素 的 环 ，M 是 加 法 群 。 
《〈 开 /) 规定 了 一 个 履 与 R 到 必 的 倍数 生 法 ， 即 
半 aEM,，kER, 使 (a, f) | 一 >ak€EM, 
( 夏 /) 满足 以 下 四 个 运算 规律 ， 
(i )’ (a+B)k= ak+Bk, 
(ii)’ al(k+1)=ak+t+al, 
(iii)’ alkl)= (ak)l, 
(iv)’ Cle=Q 
”其 中 a，BEN，k, 1ER，18 为 环 R 的 恒 等 元 素 ， 那 么 就 称 M 做 成 
环 R 上 的 一 个 右 模 ， 也 说 必 是 一 个 右 R 一 模 ，。 
可 以 指出 ， 对 具体 的 模 来 说 , 左 一 模 与 右 R 一 模 确 有 区 别 。 
例如 ， 到 


Re 


把 扰 阵 乘法 取 做 倍数 乘法 ， 那 么 M 是 左 一 一 模 , 但 是 ,MM 不 能 做 
成 右 R 一 一 模 。 因 为 这 时 右 倍数 隘 法 在 M 上 不 是 封闭 的 。 如 果 ， 
把 左 倍数 弱 法 就 规定 为 右 倍数 乘法 ， 即 今 

aok=ka, YEER, a€EM, 
这 样 ， 运 算 “o ”确实 是 必 与 R 到 MM 的 一 个 右 倍数 乘法 运算 。 但 


是 ， 令 


a, b, cEZs}. M1={(0) x vez,} 


则 有 
“meen eol GOD- 
(aot)of =1(ka) = (1 0) 


+ 6 + 


故而 
ao(kl)¥ (aok)ol, 
所 以 ， 取 右 倍数 乘法 为 cok= tc 时 ，M 不 做 成 右 R 一 模 。 
显然 ， 当 有 为 交换 环 时 ， 对 任 一 左 〈 右 ) R 一 模 M， 令 
aok=ka (koa=ak) 
时 ， 攻 也 是 一 个 右 《 左 ) R 一 模 。 因 为 有 
Qao(kl)= (kl)a= (lk)a=1(ka) = (aok)ol, 


(C(tDoa =a(tD =al(lk) = (al)k= tollom)). 


一 般 地 ， 令 Rc 表 示 环 R 之 反 环 。 即 在 加 法 群 {R# + } 中 ， 取 
Xoy=yx, Yrx, yER, 

为 乘法 运算 ， 则 有 { R + ，o } 做 成 一 个 新 的 环 R<。 它 在 恒 等 

映射 之 下 与 原来 的 环 R 反 同 构 。 明 显 地 ，R 是 交换 环 > {RR 

+，。}= {R +, 0}, 即 R=R°, 

这 样 ， 如 果 M 是 左 R 一 模 ， 令 

aok=ka, YEER, a€EM, 
则 M 做 成 右 R° 一 模 。 
事实 上 由 《k1)a=k(la) 成 立 ， 可 有 
ao(kol) = (kol)a= (lk)a=1(ka) = (aok)ol, 
即 
ao(kol) = (aok)ol, Yh, I€R°, a€EM, 
而 且 反 过 来 也 成 立 ， 即 如 果 放 是 右 R 一 模 ， 令 
koasak, YkERS, a€EM, 
则 必 做 成 左 R° 一 模 。 

由 此 看 来 ， 环 上 的 左 模 理论 与 右 模 理论 是 对 称 的 。 因 而 以 下 
仅 就 左 R 一 模 进 行 讨 论 。 并 且 为 了 简便 ， 对 R 上 的 左 模 MM， 略 去 
左 字 而 称 为 R 一 模 。 当 在 叙述 中 所 指 的 环 R 是 清楚 的 时 候 ， 把 R 一 
模 必 也 可 简称 为 模 代 。 

本 节 主 要 讲 了 两 个 问题 : 模 的 定义 和 模 的 一 些 基本 例子 。 学 
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习 要 领 是 根据 定义 验证 例子 ， 通 过 例子 理解 定义 。 


习 题 


1。 设 必 是 左 R 一 模 ，f 是 环 5 到 RR 的 同 态 上 映射 ， 使 S 的 恒 等 元 
素 ( 关 0) 的 象 是 R 的 恒 等 元 素 。 
证 明 ， 如 果 规 定 
| YkES，aEM, 使 ka=f(k)a, 
那么 M 做 成 环 S 上 的 模 。 

2。 设 人 是 R 一 模 ，B= {kE€RIka= 0，Ya€EM} 
证 明 : 

(i.) B 是 R 的 理想 。 

(ii) 车 C 是 R 的 理想 ，C 生 B， 规 定 

(k+C)a=ka, Y¥ k+CER/C, a€EM., 

那么 MM 做 成 R/C 上 的 模 (这 里 的 8B 叫做 模 必 在 R 中 的 零 化 子 )。 

3。 设 R 为 实数 域 ， 令 了 =R" ?={(x1， xs， ,Xn)|X1 ER} 
为 R 上 的 zx 元 行 空间 。 取 7 的 线性 变换 

Os Xs Ka YXa) | 一 > Xa Xi …9 Xt) 
于 是 按照 
f(x)a=f(0)a, Ya€y, 

7 做 成 多 项 式 环 RCx] 上 的 模 ， 从 而 确定 

(i) xa, 

(ii) (x:+2)a, 

(iii) Cx!1+X"2+ 二 X+1)a, 

(Civ) ”满足 (xz -Da= 0 的 一 切 o， 

(Cv) TV 在 RCx) 中 的 零 化 子 B= {f(x) € RCxJ|f(x)a=0， 
YaEF) 。 
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LS 


加 法 群 
(EE 


试 规定 一 个 必 与 到 M 的 右 倍数 乘法 ， 使 MM 做 成 右 R 一 模 。 
5。 设 M 是 n 元 加 法 群 ，Z, 是 n 元 剩余 类 环 。 
证 明 ， 


(i ) na=ma, YmEZ,, aEM 
是 Z, 与 M 到 M 的 一 个 售 数 乘法 。 

(ii) 按 上 述 倍数 乘法 ，M 做 成 Z, 上 的 模 。 

6。 设 $ 为 非 空 集合 ，R 是 有 恒 等 元 素 的 环 ， 令 F 是 5 到 RR 的 一 
切 映 射 的 集合 ， 这 里 使 得 8 中 只 有 有 限 个 元 素 s 在 f 之 下 的 象 
不 等 于 零 ， f(s) 关 0。 证 明 ， 按 如 下 规定 的 运算 

Ci) (f+g)(s)=f(s)+g(s), Yf, gEF, s€S, 

(ii) (kf)(s)=kf(s), YEER, fEF, sES, 
FF 做 成 R 上 的 模 。 

7。 设 {MiliET} 是 一 组 R 一 模 。 映射 

f: I 一 > WM,， 使 1(i) EM 


二 了 

令 M 为 一 切 这 样 的 映射 组 成 的 集合 。 证 明 ， 按 运算 ， 

(i) (f+g)(i)=f0) +g(i), Yf, gEM, i€l, 

(ii) (kf) (02) =kf0) YEER, fEM, iET, 
M 做 成 R 一 模 。 

8。 设 1 为 任 一 加 法 群 。 证 明 。 有 且 只 有 一 种 方法 使 M 做 成 
整数 环 Z 上 的 模 。 

9。 设 NM 是 有 理 数 域 QL 上 的 模 。 证 明 这 个 模 的 信 数 乘法 是 使 
做 成 Q 一 模 的 唯一 的 信 数 运算 


10。 设 M 是 有 限 加 法 群 。 寻 能 否 做 成 有 理 数 域 Q 上 的 模 ， 为 
什么 ? 

11。 能 否 规定 一 个 倍数 运算 ， 使 整数 加 法 群 Z 做 成 有 理 数 域 
Q 上 的 模 ? 

12。 设 F 为 p 个 元 素 的 有 限 域 ，p 为 素数 。 整数 加 法 群 Z 能 否 
做 成 F 上 的 模 ? 

13。 证 明 左 R 一 模 定义 中 之 算 律 lea = a 不 能 由 定义 中 的 其 它 
条 件 推 出 。 

14。。 试 讨论 左 R 一 模 定义 中 运算 规律 (下 里 四 个 条 件 的 
独立 性 。 

15。 举 例 说 明 ， 对 一 个 有 重 等 元 素 的 环 R 和 一 个 加 法 群 M， 
可 能 有 不 同 的 两 个 倍数 乘法 都 使 M 做 成 R 一 模 。 

16。 设 M 是 加 法 群 ， 其 中 每 一 个 元 素 的 阶 均 为 素数 少 的 竹 。 


环 R= { 全 eQl(2， 区 = 1}， 证 明 ，R 与 M 可 用 自然 的 方法 定义 
储 数 乘法 使 民 做 成 R 一 柜 . 
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[所 


82 ”加 法 群 的 自 同 态 环 、 


在 前 一 节 里 ， 从 大 家 熟悉 的 线性 空间 出 发 比较 自然 的 引出 了 
模 的 一 般 概念 ， 为 了 对 于 一 个 加 群 M 能 够 做 成 环 R 上 的 模 的 意义 
有 更 加 一 般 的 认识 ， 在 这 一 节 里 ， 我 们 讨论 加 法 群 的 自 同 态 及 其 
一 些 基本 性 质 。 
设 M 为 任 一 加 法 群 ，M 到 MM 的 一 个 同 态 映射 9 叫做 M 的 一 个 
自 同 态 。 即 
ps M—>M, 
Ps a [一 >a/， 
8 | 一 > 有 8/ ， 
都 有 pla+B)=a’ +B',， Ya, BEM, 
命题 1 设 M 为 加 法 群 ，BndM 表示 允 的 一 切 自 同 态 组 成 的 
集合 .规定 
(it+g9:)(c) = 91(a) + 9:(0), 
9192)(a) = pi(92Ca)), Yo ys EEndM, 
那么 {EndM; + ，,，} 做 成 环 ，M 的 恒 等 自 同 态 是 它 的 但 等 元 素 。 
证 ”由 于 问题 比较 简单 、 明 确 ， 因 此 证 明 的 具体 步骤 和 细节 
略 而 不 写 。 只 是 强调 一 点 , 即 , 首 先 须要 指明 的 是 两 个 自 同 态 91， 
9 之 和 91+9: 还 是 加 群 放 的 自 闻 态 ; Y91， 9: EBndM 一 > 
91+qs€EndM。 至 于 1 与 9: 的 积 《 合 成 ) 也 是 M 的 自 同 态 ， 这 
似乎 可 以 认为 是 已 知 的 。 量 
称 EndM 的 任 一 子 环 为 用 的 一 个 自 同 态 环 ; 
命题 2 " 设 R 为 有 但 等 元 素 的 环 ， 郑 么 卫 合 构 于 一 个 加 法 群 
的 自 同 态 环 。 . he 
证 取 加 法 群 H= {R; + } 。 对 环 R 的 每 一 个 元 素 a， 确定 
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的 一 个 变换 ， 

air:al—>aa, Ya€EM. 
于 是 ， 

ai(a+B)=a(a+B)=aa+aB=a,(a) +ai(B), 
这 说 明 ck 是 加 群 用 的 一 个 自 同 态 ， 即 41€EndM。 令 Ri= 
{a1 1 aER}， 即 Ri 为 由 R 中 一 切 元 素 所 确定 的 “ 左 倍数 ”变换 
做 成 的 集合 。 我 们 将 指出 : R 之 R,。 

为 此 ， 首 先 说 明 R1 是 MM 的 一 个 自 同 态 环 ， 即 ,是 EndM 的 子 
环 。 

Yai, biERI, —>(ar+bi)(a)=a(a) +b1(a) =aa+ba 
=(4+b)a = 《4a+b)1《a)。 所 以 a1 +51ER1。 完 全 类 似 地 ， 可 
知 ar 一 DERr。 

亚 有 , (a1b1)(a)=ai(bi(a))=a(ba)= (cg)C= (ab) (4), 
所 以 ，a15, ER1。 这 就 说 明了 ，R, 是 EndM 的 一 个 子 环 。 

其 次 ， 在 R 与 ,之 间 建 立 一 个 映射 ， 令 

1: al—>a!, YaER, 
于 是 ， 自 然 容易 得 到 : 
Nn: a+b |—>(a+b) =a,+b,, 
ab |—>(ab)1=abi 
即 是 从 R 到 ,的 环 同 态 。 显 然 可 见 ，11 是 R 到 R1 的 满 射 ， 故而 
RLR,, 

最 后 指出 7 的 核 fern= { 0 } 。 

因为 4€ ern 二 >a 1 是 零 同 态 寺 > YaEM, a,(a) =a0g=0, 
取 a = 1a EM 时 ， 则 得 a=0。 这 样 ，R 之 Ri 四 


命题 3 ” 设 M 为 任 一 加 法 群 ， 为 M 的 一 个 自 同 态 环 ,含有 
人 恒 等 自 同 态 。 那么 ,M 便 可 按 自 然 的 方式 做 成 环 R 上 的 模 ， 即 规 
定 倍数 乘法 为 
ka=k(a), YEER, a€EM, 
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时 ，.M 放 便 成 为 RE 上 的 模 . 
证 明 是 非常 明白 的 ， 故 而 格 去 。 目 
定理 ” 设 R 为 有 恒 等 元 素 的 环 ， 必 是 加 法 群 ， 于 是 
(1) 如 果 必 做 成 R 上 的 模 ， 那 么 同 态 于 允 的 一 个 自 同 态 
环 ， 而 且 R 的 恒 等 元 素 对 应 于 MM 的 恒 等 自 同 态 。 
《2) 如 果 呈 同 态 于 MM 的 一 个 自 同 态 环 ， 使 其 但 等 元 素 对 应 
于 MM 的 恒 等 自 同 态 ， 那 么 M 便 可 自然 的 成 为 R 上 的 一 个 模 。 
证 《1) 对 环 怀 的 每 一 个 元 素 t， 我 们 确定 加 法 群 必 的 一 
个 自 同 态 ， 
ki:al—>kta, Ya€EM., 
令 
gk|—>h,, YkER 
则 有 
gk+h) = pk) + 9h), p(kh) = pk) ph), 
即 g9 是 从 R 到 EndM 里 的 一 个 环 同 态 映 射 。 从 而 R 同 态 于 MM 的 一 个 
自 同 态 环 。 
(2 ) 设 环 R 同 态 于 MM 的 一 个 自 同 态 环 R/ ， 
RER’, By(lr) =idu, 
于 是 ， 便 可 自然 的 规定 一 个 R 与 MM 到 M 的 傍 数 乘法 : 
ka=9(k)(a), YEER, a€EM., 
而 且 . 
(Ci) kl(a+B)=9(k) (a+B) = v(t) (a) + pk) (B= Kat kB 
(i) (kth)a= +o) = Cok) + ha) = hh) Co) 
+9(h) (a)=katha 
Ciii) (kh)a=q(kh) (a) = (p(k) 9h) (a) = vb) h(a)) 
=k(ha), Pe 
(iv) lr@= 9(1r)(a)=idu(a)=@ 
这 样 ，M 做 成 了 环 R 上 的 一 个 模 . 和 
例 1 确定 整数 加 法 群 Z 的 自 同 态 环 EndZ。 


首先 找 出 Z 的 一 切 自 同 态 。 因 为 Z=《1 是 怎 环 群 ， 所 以 Z 
的 任 一 自 同 态 o 由 它 对 生成 元 1 的 象 o( 1) 所 叭 一 决定 , ; 
令 a(1)=” 记 0=0,， 
则 有 
ov(m) =0,(me1)=me0r,(1)=rm,， YmEZ， 而且 ， 
了 rEZ， 映射 
oiml—>rm 
都 是 Z 的 一 个 自 同 态 ， 使 0(1) =r。 所 以 o=o,。 这 样 ， 
0r (r= 0， 土 |，+2，.…) 恰 是 Z 的 全 部 自 同 态 ， 即 
EndZ= {orlo(1)=7r, r=0， 土 1， 土 2，…} 。 
其 次 定 出 环 EndZ 的 结构 。 令 
9:0r |—>7, 
则 是 BndZ 与 Z 之 间 的 一 个 双 射 并且 
(gr+0)(1)=0(1)+0o.(1)=r+s, 
(0r0s:) (1)=0r(0,(1))=0(s)=7s 
即 
NN Or + 0 | 一 >7 十 5， 
Or0e | 一 >77、 


所 以 ”End Z 穴 Z， 换 句 话说， 整数 加 法 群 Z 的 自 同 态 环 Bn dZ 
与 整数 环 是 同 构 的 。 

例 2 确定 剩余 类 加 群 Zs 的 自 同 态 环 Enzd Z，。 

和 例 1 完全 类 似 ， Z。=《〈 工 是 循环 群 。 因 此 ，Z, 的 任 一 自 
同 态 o 由 它 对 生成 元 素 1 的 象 o(1) 所 唯一 决定 。 若 令 0( 1 ) 
=7(《0<7r<n)， 记 0=os。 则 有 

(m=0mel)=mor( I)=mr = 7m, 
而 且 ， 半 7+ EZ。， 有 映射 
ov:m >7m 
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都 是 加 群 Z, 的 一 个 自 同 态 ， 使 0(1)= 7， 即 zc=or 。 这 样 ， 
or, =0, Ey Wot 2 n-l, 恰 是 Z, 的 全 部 自 同 态 ， 即 EndZ， 
= {orlort DD=7, 7EZ:}. . 

- 进而 ， 有 映射 

N07 >7 
是 EndZ。 与 Z, 之 间 的 一 个 双 射 ， 并 且 不 难 指出 7 是 环 同 构 映 
射 ， 所 以 EndZ, 守 Z,。 换 甸 话说 ， 剩 作 类 加 群 之 的 自 同 态 环 
i 与 剩 侈 关 环 Zw 是 同 构 的 。 
“* 例 3， 设 加 法 群 M=Z‘”= {( plz, 4EZ}。 确 定 作 
的 自 同 态 环 了 ndM。 

(1 0), ez=(0， 1), 则 有 - (x, Y)=xer tyes, 
这 说 明 愉 是 两 个 元 素 cl， 2 生成 的 群 ， M= Ce cz。 于 是 1 的 
任 一 自 同 态 o 由 它 对 生成 元 素 e1:，e: 的 象 ao(e1)，o(e:) 所 唯一 
决定 。 若 令 

ol(e1)= fi, ol(es)= fs ‘ 
一 > ol(x, W))=0(xer tyes) Yo(e) + yo(es) = pe yfs 
记 o=0 ,1 ， 则 有 or,， nC) = fi on fa (03)=f:, 
二 般 地 

cf， 72《(xy ))= sp ¥(%, ‘DEM, 
这 表明 ， MM 的 每 一 个 自 同 态 都 对 局 有 MM 中 的 两 个 元 素 f1，f， 
祝 其 为 生 江 元素 ei," ei 在 0 之 下 的 象 ; (61) = 万，Gtciy = 记 。 

反之 ， 事先 任意 给 定 M 中 的 两 个 元 素 xx，zxs， 必 有 2M 的 唯一 

的 一 个 自 同 态 7， 使 在 上 述 意义 下 ， Tt 所 对 应 的 两 个 元 素 恰 是 4,， 
us。 事 实 上 , 令 

T(x, Y) [—>xul + Yu, tC, y))= ui tyne, 
则 容易 指出 ,rt 是 加 群 加 的 一 个 自 同 态 ,并 县 
T(e1)=ui, T(e2) = 2, 
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Bf=T (4,,«» 
”以 上 讨论 洗 明 加 法 群 M= Z ‘1 的 全 部 自 同 态 恰好 和 的 积 
集合 用 ‘=Z ‘”»”xZ 人 ”的 元 素 成 一 一 对 应 。 即 ， 令 
EndM ={o 15) or» en) =h, f1 EM, i=1, 2} 
及 四 
DD f2) {—> (1, f.), fi, f.EM t 


则 是 EndM 与 放 必 之 间 的 一 个 双 射 。 

而 为 了 决定 BudM 的 结构 一 它 是 个 什么 桩 的 丈 ， 我 们 须 
变 把 M '2 的 表现 形式 改变 一 下 ， 即 对 M 2 中 任 一 元 素 ( 广 》 九 )， 
由 于 fi， fa EM=Z'，”， 故 有 f1=(a, b), fa=(c, d), asb， 
c，dE Z。 这样， 我 们 就 可 以 把 ,的 分 量 当 询 元 素 ， 从 而 把 元 素 
(f1，fs) 改 写成 为 一 个 二 阶 方 阵 : ”> 

Q C ) 一 
bd : 
按 此 办 法 ， 集 合 M '? 就 改变 写法 而 变 成 了 二 阶 方 阵 的 集合 


M, (2) = {( ?)| 5 c,dez)}. 


这 样 一 来 ， 前 边 指出 的 EndM 与 M2 之 间 的 一 一 对 应 关系 就 转变 
成 为 EndM 与 MM,(Z) 之 间 的 一 一 对 应 关系 ， 即 


N00, 1 F->( b 2 fi=(a, 5), A d)。 
.有 了 这 样 的 准备 ， 很 容易 指出 映射 正 是 一 个 环 同 构 映 
事实 上 车 
全 oi—(? 5)s r=>(% 2 ) 
一 >o(el) =(a, b), ol(es) =(c, d), t(e1) =(a’, 6b’), 
Tle2)= (c,d’), 
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一 > (0+T)(e) =0601) trt(e1) = (a, b) +a, 57) : 

=(ata’, b+b’), Si 
(g+T)(es) =o(es) +F(es) =(6, Ad)F (cy:d) 

=(c+c’, d+d’) 

以 及 (oT)(e1)=o(T(e1)) =o((a’, 6b’))=a’ (a,b) +b’ (c,d) 
=(a’a, a’b)+(b’c, b’d) 
=(a’a ke, a'b+b’a) 

同 理 可 得 ， A hii cbtd a) 

术 即 *… 人 

,arat bee ora eo) 

a'b+bWd 1 4 


xz 人 2 网 ie 2) < 


oT et 二 辣 > 


—>EidM LCM,2), 其 中 ou ya a be 


(a, bP), fo = (091d), Li ) 

例 4 设 V 是 域 F 上 的 线性 空间 ， 0 为 V 的 一 -个 线性 变换 ， 在 
上 一 节 , 痕 据 模 的 原始 定义 我 们 指出 ;利用 o 从 F 王 空间 Sina 
个 多 项 式 环 FCx] 上 的 模 F。 此 中 使 xy 二 ac)。 人 

现在 ， 根 据 本 节 的 定理 ， 很 简便 的 就 可 说 明 六 确 可 成 :为 丈 
FC 和 J 上 的 模 ， 而 后 XQ 三 a(p)，。 5 

事实 + 线性 变换 0 自然 是 加 法 群 7 的 一 个 自 同 态 ， 而 zw 
= {eaooao+ai0+…+ag | a ER} 是 V 的 一 个 自 同 态 环 ,: 江 在 
映射 

n: f(x) |—>f(0) ， 
之 下 ,使 FCx) 与 FCo) 同 态 ， FCx] 尽 FCo]。 这样 由 .本 节 定 理 ， 
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加 法 群 7 便 可 自然 的 做 成 环 FCx] 上 的 模 ， 此 处 之 售 数 乘法 是 
f(x)a =f(o) (a). 
这 正 是 由 线性 变换 o 导出 的 FCx] 一 模 V。 


可 题 


1。 设 {G; 。} 为 任 一 群 ， 令 F 为 G 的 一 切 变 换 f :GG 的 

集合 。 把 变换 的 合成 做 为 F 的 引 法 。 另 外 规定 加 法 如 下 ， 
(f+g8)(x) =f(x)g(x), YXxEG, 

试 讨论 代数 体系 {fF; +，。} 的 性 质 。 

2。 设 MM 为 加 法 群 。EndM 为 M 的 自 同 态 环 。 那么 ，M 的 一 切 
自 同 构 做 成 EndM 的 一 个 乘法 子 群 4utM。 对 Z、Z, 确 定 自 同 构 
群 AutZ 与 4uiZ ，,。 

3。 确 定 自 同 构 群 4utZ“*' 。 

4。 设 MM=Z "= { (Xx1，Xs，…， Xe) | xi EZ}。 确 定 自 间 
态 环 BmdM 和 自 同 构 群 4ztM。 

5。 确 定 自 同 态 环 EndQ 和 自 同 构 群 4utQ。 此 处 Q 是 有 理 数 
加 法 焙 。 

6。 已 经 看 到 ， 对 Z、Z ,都 有 EndZ 迁 Z，EndZ ,之 Z，,， 一 般 
地 ， 对 任 一 环 R 是 否 也 有 加 法 群 { R; + } 的 自 同 态 环 BndR 守 R， 
当 R 是 域 时 如 何 ? 

7。 设 R 为 有 伍 等 元 素 的 环 。 MM ={R; +}。 在 EndM 里 证 明 ， 
C(R1)'=R,:，C(R:) =R,。 此 处 R= {arlar :a|>aa, aE€R, 
EM}. 


83 子 模 
在 抽象 代数 理论 中 ， 代 数 体系 的 子 体系 有 普遍 的 重 林 意 义 。 
因此 ， 模 的 子 模 自然 也 是 模 论 中 不 可 缺少 的 重要 概念 。 
本 节 介 绍 子 模 的 定义 、 例 子 和 基本 性 质 。 -、 : 
“定义 1，' 设 是 R 一 模 ，N 是 M 的 非 空子 集 ， 如 果 用 挤 太 的 
加 法 和 信 数 乘法， 本 身 也 做 成 R 上 的 模 ， 则 区 了 是 的 一 个 有 
模 :; 
显然 ， 对 任 一 R_ 模 及 ， N= {000s Na < 者 四 收 的 池 
模 ， 叫 做 M 的 平凡 子 模 。 如 果子 模 N 夫人。 就 说 对 是 覆 的 地 
模 。 
命题 设 M 是 RR_ 模 ， N 是 M 的 非 空子 集 ;* 那 从 下 列 杂 从 是 
等 价 的 ， 
(1) 是 MM 的 子 模 。 
(2) Ya, BEN, KER 都 有 a t+BEN, kaEN. 
(3) Ya,BEN, k,，1ER 都 有 ka+1BEN,。 
:证 ，(1) 一 >(2) 。 这 是 自明 的 ， 芯 3 
(2) 一 >(3) 。 Ya, BEN，k，1ER， 都 有 WE N;: 
1BEN, 进而 又 有 ka+1BEN。 1 
(3) 一 >(1) . Ya, BEN, k, 1€8, Bta+lBEN, 
令 k=1, 1= -1, 则 有 a 一 BEN。 这 说 明子 集 V 是 加 法 群 M 的 子 


” 群 。 又 令 1=0， 则 有 kaEN。 这 表明 MM 的 倍数 乘法 在 子 集 N. 注 是 


可 施行 的 。 这 样 ， 子 和 集 信 用 用 的 加 法 、 信 妆 加 法 做 成 中 的 3 揣 ) 
即 N 是 M 的 子 模 ,。 时 

' 如 果 对 模 : 用 的 一 个 非 空 子 集 5， 具有 性 质 ， Ya, BES—> 
4+BES， 则 称 5 在 加 法 之 下 是 封闭 的 ， 或 者 说 M 的 加 法 在 8 上 的 
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限制 也 是 $ 的 加 法 。 若 立 aES，5ER 一 >fxcES， 则 称 S 在 倍数 乘 
法 之 下 是 封闭 的 ， 或 者 说 倍数 乘法 在 S 上 的 限制 也 是 3 的 倍数 乘 
法 。 于 是 ， 上 述 命题 说 明 ， 模 用 的 非 空子 集 NN 是 MM 的 子 模 <>N 
在 加 法 、 信 数 乘法 之 下 是 封闭 的 。- 

下 面 列 出 子 模 的 一 些 例子 。 

例 1 “把 任 一 交换 群 M 看 成 Z 一 模 . 于 是 ， 站 的 非 空子 集 
是 M 的 子 模 专 >N 是 交换 群 必 的 子 群 。 

例 2 设 R 为 有 恒 等 元 素 的 环 。 令 M = {fR 十 个 着 成 环 RL 
的 左 模 。 于 是 ， 的 非 空子 集 N 是 六 的 子 模 <>N 是 环 尺 的 左 理 


例 3 令 M={Gz xx xcZ，I=1，2， 
“… } ， 按 通常 的 运算 方法 ，M 做 成 整数 环 Z 上 的 神 。 取 

Ni= {(ri， xi，…， xn …) | 只 有 有 限 个 X10.} 

Na = {(x， za，…，xn 0，0，…)|m 为 固定 的 自然 数 } 


那么 ，N: 与 :都 是 MW 的 子 模 。 
例 4 对 任 一 R 一 模 M，a EM。 于 集 


N= {ra |r€ER} 


是 M 的 子 模 、 

例 5 设 了 是 域 F 上 的 线性 空间 。o 是 7 的 一 个 取 定 的 线性 变 
换 。 那 么 

(1) V7 的 一 个 非 空子 集 N 是 F 一 模 V 的 一 个 子 模 <>N 是 线性 
空间 7 的 一 个 子 空间 。 

(2) 考虑 由 o 导出 的 pcx9 一 模 VC 8 8 1、 例 7〉。 那么 ,六 的 
一 个 非 空子 集 和 N 是 F[*] 一 模 V 的 一 个 子 模 二 > 和 NN 是 线性 变换 o 的 
不 变 子 空间 。 (注意 ; o(a) =xa, YaE7) 。 

面 我 们 讨论 如 何 从 模 M 的 个子 集 得 到 一 个 于 模 ， 

定义 2 设 M 为 R 一 模 ， ss 和 的 一 个 字模 入 
如 果 满 足 条 件 : 
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(i) SEN， 
(ii》 对 MM 的 任 一 子 模 K， 车 ScK 则 NEEK， 
则 称 子 模 入 是 由 子 集 5 生成 的 子 模 。 记 作 N =,《S》。 
容易 看 出 ， 子 集 5 生成 的 子 模 (3? 是 模 对 肝 色 全 未 集 S 的 一 切 
子 模 当 中 最 小 的 一 个 。 而 且 
《8 =S<=>5 本 身 是 M 的 子 模 。 
这 表明 ，M 的 任 一 子 模 都 可 认为 是 生成 的 子 模 。 
定理 1 设 {Ni|1iE7T} 是 R 一 模 M 的 一 组 子 模 。 那么 这 组 
子 模 的 交 gr 
N=NN, Es 本 


ief 

也 是 MM 的 子 模 。 1 

证 Yh 1ER，a，BEN=>a，BENI(iET)。N1 均 为 于 
模 =>YiEI，ka +1BEN ,一 >ka+1BEN。 这 样 ， 村 时 的 
个 子 模 。 目 

推论 设 5 为 R 一 模 M 的 任 一 子 集 ， JM 中 包含 着 8 的 一 切 了 模 
的 集合 {Ni|N, 是 1 的 子 模 ， 且 SEN } ， 那 么 PN = (3 网 
对 任 一 子 集 5， 生 成 子 模 都 是 存在 的 ， 而 且 只 有 一 个 ; ee 

证 令 N=NN,， 根 据 定理 1， RM 的 一 个 于 机， 县 SSN。 
车 为 M 的 一 个 子 模 ，SEK， 那么 K 就 是 某 一 个 子 模 N,， 国人 
NE 天 。 这 秆 ， 由 生成 子 模 的 定义 ，《(S》 = 六 = ANi。 有 

为 了 县 体 的 表示 出 《S? 的 构成 形式 ， 我 们 给 出 以 下 的 , 

定义 3 设 8 为 R 一 模 M 的 任 一 非 空子 集 ，cl:，c:，…， 
arE5，ki，k,，…，kr GR， 则 称 必 中 的 元 素 

B=kiart+kas + +krar - 

为 S 中 元 素 cl，ca* ……，4r 的 线性 组 合 ， 或 者 说 ， 有 可 用 'S 线性 
表 出 。 : a 、 
令 LC(S) = {ha + 有 eat "+krarla: ES，k;&€R, ,7 为 任 
一 自然 数 }。 
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定理 2 设 用 为 R 一 模 ，5 己 必 。 那 么 
{ 0 }》， 当 S=¢, . 
cs), sxe. 
， 证 首先: 当 S =$ 时 ， 的 每 一 个 子 模 都 包含 着 5， 从 而 这 
一 切 子 模 的 交 就 是 子 模 { 0 } 。 
即 (S> = 内 ={0)。 
其 次 ， 当 S 关 由 时 ， 则 有 
_《i) LC(S) 是 M 的 一 个 子 模 ， 且 SELC(S) 、 
(ii) 对 必 的 任 一 子 模 K， 若 SEK 一 >LC(S)SK。 这 样 ， 
LC(S) 恰好 就 是 5 生成 的 子 模 ， 即 《5》= LC(S) 时 
定理 3 设 {Ni 1iE1} 是 R 一 模 M 的 一 组 子 模 ， 
S= UN . 那么 
1 ， 
《8S) = {es, + te lar, EN+,, 1=1, 27 
证 只 须 指出 两 点 
Gi) N= {er tar, te ter le E Ns, j=1,2,.",7} 


是 MM 的 一 个 子 模 。 
(i) 着 K 为 任 一 包含 着 状 集 5= 【JN 的 子 模 , 则 有 NSK。 


这 样 ，N 就 是 5 生成 的 子 模 。 即 《5》=N。 日 
明显 可 见 , 《J Ni) 恰 由 N14(iEI) 中 元 素 的 一 切 有 限 和 所 
ier » 


组 成 。 记 作 《UNi》= 避 ;， 叫 做 这 组 子 模 的 和 。 
tel iel 四 


特别 地 ， 当 S=NiUN:U…UN, 时 ， 则 有 
《S) = {at+as+…+ariciENi， i=1, PE 2 
这 时 记 作 《5》 = Ni+Ni+…+N。 : 
例 6 对 一 模 M 的 任 二 于 桩 ， Ni， 我 们 都 有 N1NN, 与 
22 。 


Ni+N: 还 是 M 的 子 模 。 但 并 集 WiUNs 则 未 必 也 是 子 模 。 例 
如 r 令 M=Z = {(z， 8)1z，3EZ} 是 一 个 Z 一 模 。 巴 是 
Ni={(xz， 01zEZj，Ne={f(0，01yEZ)} 是 M 的 两 个 于 
模 。 但 是 ， 明 显 可 见 ， 并 集 NiUNs 不 是 M 的 子 模 ， 一 般 地 ， 容 
易 指 出 ，R 一 模 M 的 两 个 子 模 N;，N; 的 并 集 N， DN, 是 M 的 于 模 
<>NSN, 或 N, EN,. 

事实 上 ， 充 分 性 是 明显 的 。 下 面 指出 必要 性 。 

车 已 知 NaiUN: 是 一 个 子 模 ， 然而 Ni 车 Ni， Ns 竺 N,。 = 
存在 a1 EN1, 但 aieNs 存在 cxENa， 但 oacNi 。 于 
是 al，arENIUNs， 而 NIUN: 是 子 模 一 >al +azENiIUNi， 
“>01+0s ENi 或 者 el +a, EN,。 

由 @1+@; ENi 一 >a: =(01+03) -a1EN1， 这 与 oa EN, 
矛盾。 而 由 a1+ta;ENs 一 >ar = (41+093) -EN ， 这 与 
01EN: 矛 盾 。 这样， 当 Ni UN: 是 M 的 子 模 时 ， 必 有 NiSN， 
或 者 NEN.。 

下 面 考 虑 用 子 集 生成 子 模 的 一 种 特殊 的 而 重要 的 情况 。 

设 S= {ol，a:，…，os} 是 R 一 模 M 的 一 个 有 限 子 集 ， 则 
。 称 《5) 为 有 限 生成 子 模 ，a1，as，…s4。 叫 做 《6$) 的 一 组 生成 元 素 ， 
简 记 作 (S = (ciyaz，…as>。 当 M = (ciy cs …，aay 时 ， 就 说 
M 是 有 限 生 成 模 。 特 别 地 ，n = 1 时 ， 则 称 (S》 = 《a1) 为 MM 的 循环 
子 模 。 而 当 M-= 《a1) 时 ， 就 说 MM 是 循环 模 。 

显然 ， 循 环 模 是 循环 群 的 自然 推广 。 可 是 二 者 确实 有 些 差 
别 。 

侧 7 如果 N 是 R 一 模 愉 的 循环 子 模 ，N = 《a》>， 那 么 

N= {ralr€ER}, 

， 莘 记 作 N =Ra。 具 体 地 ， 令 = (Q》 为 有 理 数 域 Q 上 的 二 
阶 方 阵 环 。 那 么 ，M = { R， + } 做 为 R 上 的 模 是 循环 的 ， 并 且 对 
任 一 gEM， 当 行列 式 le1 关 0 时 ， 都 有 放 =《a》=Ra。， 但 是 ， 
M= {R + } 也 可 以 看 成 有 理 数 域 Q 上 的 模 、 整 数 环 Z 上 的 模 。 
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这 时 ， 二 者 都 不 是 循环 模 。 

例 8 设 M 为 R 一 模 。 如 果 M 做 为 加 法 群 是 循环 群 ， 那 么 届 
一 模 必 必 是 循环 模 。 反 之 ， 妈 一 模 必 是 循环 模 ， 那 么 做 为 加 法 
群 油 必 则 未 必 是 循环 群 。 前 者 是 明显 的 。 对 于 后 者 ， 把 有 理 数 域 
Q 辱 成 Q 上 汐 模 时 是 循环 模 ， 但 做 为 加 法 群 来 看 时 ， { Q; + } 
则 不 是 循环 群 。 

例 9 “ 整 系数 的 一 元 多 项 式 环 ZCx]， 既 可 以 看 成 Z 一 模 ， 也 
可 以 看 成 ZC*] 一 模 。 不 难 指出 ， 前 者 不 是 循环 模 ， 而 后 者 则 是 
循环 模 ， 

YY1(x) EZCx]，Z[Lx] 尖 Zf(x); 而 ZLx]= ZLx)。1。 进 而 考 
虑 ， 做 为 ZCx] 一 模 来 看 时 ，Z Cx) 的 子 模 。 取 子 集 5= { 2，x}， 
则 得 子 模 N = 《2，x》。 我 们 已 知 ，N =《2，x) 不 是 环 Z[x) 的 主 理 
想 ， 从 而 它 不 是 ZCx] 一 模 ZCx] 的 循环 子 模 。 这样， 可 见 循环 模 
的 子 模 未 必 还 是 循环 模 。 

例 10 设 M 为 R 一 模 ，5 为 M 的 任 一 非 空 子 集 。 令 

ann(S)= {kkER|IYaES, ka=0}. 

那么 ， 不 难 指出 ann(S〉 是 环 R 的 一 个 左 理想 ， 叫 做 5S 在 R 中 的 零 
化 子 。 当 3 是 子 模 时 ， 它 的 零 化 子 cnz(S) 是 R 的 理想 。 特 别 地 ， 
对 于 交换 外 R 上 的 循环 子 模 S= 《a》， 如 果 《Q》= 《8 一 >cz2z({ay) 
= Cl({B})。 进 而 对 于 Z 一 模 M 来 说 ，azn((x>) = (n)， 其 中 的 nn 
恰 是 生成 元 素 a 在 加 法 群 M 里 的 阶 〈 周 期 ) 。 因 而 循环 子 模 《a》 
的 零 化 子 unn(《a》) 也 叫做 《a》 的 阶 理想 。 并 简 记 作 ann(《a》) = 
anng， 或 者 记 作 0 (a) (习题 11) 。 

下 面 证 明 关 于 子 模 的 交 与 和 的 一 个 重要 性 质 来 结束 这 一 节 的 
讨论 。 

定理 4 设 M 是 R 一 模 ，A4，B，C 都 是 M 的 子 模 ， 且 CS4。 
那么 
4n(B+C)=(dnB)+C。 
` 证 一 方面 ， 因 为 CE4， 一 >4+C= 4。 又 因为 
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(4nB)+CS4+C，(4nB)+CSB+C 
—>(4NB)+CE(A+C)N(B+C)= AN (B+C). 

另 一 方面 ，Ya€E AN(B+C); 一 >aE4 且 a=B+7， 其 中 
EB, YEC。 由 于 CSA， 则 YE 4A。 从 而 6=x-?7E4， 一 >p6 
ANB. 这 样 ,a=B8+yE(A4NB)+C, 即 4N (B+C)S(ANB)+C. 
所 以 ，4n(B+C)=(4n3)+C。 重 


习 题 


"1。 设 M 为 R 一 模 ，R 是 交换 环 。 令 立 rER， 
rM= {re|lYaEM}, 
Mr= {a€EMIra=0}, 
证 明 ， 
(i) 7M，M, 都 是 M 的 子 模 。 
(ii) 取 R=Z,，M=Zs， 当 n=st, (s，t) =1 时 ，sM = Mi。 
2. 设 { Mi1iE7T} 是 R 一 模 M 的 一 组 子 模 。- 如 对 指标 集 I 的 每 
一 有 限 子 集 7， 存 在 4ET， 使 得 


U Msn, 
ieT. 
么 UMi= DM,. 
iel ; i€l 


3。 上 题 的 道 是 否 成 立 ? 
4。, 设 MM 是 R 一 模 ，4，B， Cc 是 M 的 于 模 ， 合 得 
AEB, A+C=B+C, ANC= Bnc, 
证 明 , 4 = 了 3. 
5。 设 1 是 R 一 模 ， 证 明 - 
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《i ) 如 果 5 是 环 有 的 左 理想 ， 那 么 
SM ={Ysc， 
[i 
是 加 的 一 个 子 模 . 
《ii 如 5 是 环 R 的 右 理想 ， 那 么 
So= {aEMIYsES, sa=0} 
是 MM 的 一 个 子 模 ， 
6。 把 城 P 上 线性 空间 7 看 成 一 模 ， 证 明 ，7 的 一 个 子 模 5 是 
循环 的 < 这 5 做 为 子 空间 ，dimS< 1 。 
7。 证 明 ， 有理数 加 法 群 Q@， 做 为 Z 一 复 来 看 不 是 有 限 生成 
的 ， 
8。 令 Qs = 人 {二 -EQ |2 为 取 定 的 素数 ，m =p'，s>0}, 


si€ES, ai ex} 


证 明 ，Qs 是 Z 一 模 Q 的 子 模 ， 并 且 求 出 Q 的 一 切 子 模 N, 使 ZEN 
SQo。 

9。 设 有 为 主 理想 环 。 证 明 ，R 上 循环 模 M = 《a》 的 每 一 个 子 
模 N 都 是 循环 子 模 。 

10。- 举 例 说 明 ， 如 果 R 一 模 汉 是 有 限 生成 的 ， 但 是 做 为 加 法 
群 的 用 则 不 是 有 限 生成 的 ， 

11。 设 M 为 R 一 模 。a，BE M。 

(i ) 如果 《a》=《B》)， 是 否 必 有 anna =annB? 

〈ii) 如 果 R 是 可 换 环 ， 则 有 《8》=《B) 一 >anna = omnp。 
举例 说 明 ， 反 之 则 不 成 立 。 

(iii) 如 果 R 是 可 换 环 ， 那 么 anng 是 R 的 一 个 理想 ， 并 且 
《a) = (8) >B =ka， 其 中 让 在 剩余 环 R/anna 里 是 可 逆 元 素 。 

12。 设 R 为 有 恒 等 元 素 、 没 有 零 因 子 、 可 换 的 环 ，M 是 R 上 的 
模 。 证 明 ， 

(i) 令 N= {a€EMlanna 关 {0}}， 那 么 N 是 MM 的 一 个 
子 模 ( 称 N 为 M 的 担子 模 ， 记 作 N =T(M))。 


。 26 。 


[ 


《ii》 如 果 去 掉 R 没 有 零 因 子 的 条 件 ， (i) 的 结论 是 否 还 成 
立 ? 

13。 设 中 是 主 理想 环 R 上 的 模 。 证 明 ， 

(i) a，BE M， 车 anna 了 {0 } ，annB 关 {0 } ， 那 么 ，. 
ann(a+B)* {0}. 

(ii) 令 anna = (a) 关 Bs sannB =(b)A {0}, ann(a+B) 


= (0 {0} ,那么 八 的 三 针 i\ 0 其 中 (0,b) 表示 


。 与 4 的 最 大 公 因子 。 
14。 设 M 为 R 一 模 。 那 么 ，M 是 有 限 生成 的 拓 >M 中 不 存在 
无 限 真 递 增 的 子 模 序列 ， 
MiCM:CMC…。 
即 ， 对 子 模 的 任 一 递增 序列 
MIEM,EMsS., 
必 有 上 使 得 Ms = M+1 = 
15。 设 R= { 《al，a:，…，4n。…)jas EZ}。 按 通常 的 运 
算 方 式 规定 R 的 加 法 和 乘法 ， 
(Yi sn) + (Yi sy ) = (XL FY Xe Vn) 
Kips Xe Yi ) = (X11 XY) 
证 明 ， 
《i 〉R 做 成 有 恒 等 元 素 的 环 。 
(ii) 取 M = {R + } ， 那 么 M 看 成 R 上 的 模 时 是 循环 模 。 
(iii) 求 出 W 的 一 个 子 模 W， 使 不 是 有 限 生成 的 R 一 模 。 
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84 同 态 映射 


在 抽象 代数 理论 中 ， 同 态 映射 的 重要 作用 是 相当 明显 的 、 突 
出 的 ,对 此 ,我 们 也 是 比较 熟悉 的 。 它 的 意义 在 于 把 有 着 某 些 共性 
的 代数 体系 联系 起 来 加 以 比较 。 由 此 对 于 两 个 同 态 的 代数 体系 ， 
便 可 从 当中 的 一 个 去 认识 、 掌 握 另 外 一 个 。 这 样 做 不 仅 是 抽象 代 
数 的 一 种 方法 ， 也 是 抽象 代数 的 一 种 特殊 的 风格 和 基本 思想 。 

本 节 介绍 模 的 同 态 映射 概念 及 其 基本 性 质 。 这 些 结果 在 以 后 
的 讨论 中 都 经 常 的 起 着 重要 作用 。 

定义 1 设 M，M' 都 是 R 一 模 ，9 是 从 M 到 MM' 的 一 个 映射， 
即 

9: al—>a’, Ya€EM, 

”如 果 

(i) pla+B)=9(a)+ p(B), 

(ii) plka) =kqg(a), Ya, BEM, KER, 

则 称 g 是 模 必 到 M' 的 一 个 同 态 映 射 , 或 者 说 p 是 MM 到 M' 的 一 个 R 一 
同 态 。 当 M =M' 时 ，q9 叫 做 MM 的 一 个 R 一 自 同 态 。 

设 9 是 M 到 M' 的 一 个 R 一 同 态 。 

如 果 9 是 单 射 ， 则 称 g 为 R 一 单 同 态 。 

如 果 9 是 满 射 ， 则 称 9 为 R 一 满 同 态 。 这 时 也 说 模 M 与 M/ 同 
态 ， 记 作 M<MX'。 

如 果 9 是 双 射 ， 则 称 9y 为 R 一 同 构 ， 这 时 也 说 模 M 与 M7 同 构 ， 
记 作 允 科 NM' 。 当然 ， 按 代数 的 观点 ， 两 个 同 构 的 模 没有 实质 
性 的 区 别 ， 可 以 认为 是 相同 的 模 。 

用 数学 归纳 法 可 以 证 明 ， 对 中 任意 一 组 元 素 a1，as，…， 
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Gs 及 kk， ks k, ER, 则 有 
gkia1 tksas + + kor) 
=ki9(a1) thksp(as) + + hp,) 

例 1 设 M， /都 是 加 法 群 ， 于 是 M，M/ 都 可 看 成 Z 一 模 。 
那么 ，M 到 1' 的 一 个 Z 一 同 态 9 就 是 MK 到 M' 的 群 同 态 ， 反 之 亦 
然 。 

例 2 设 V，V' 都 是 域 F 上 的 线性 空间 。 那 么 ，V 到 V' 的 一 
同 态 9 就 是 线性 空间 V 到 线性 空间 V' 的 线性 映射 。 特 别 地 ， 当 V = 
V' 时 ，V 的 F 一 自 同 态 恰 是 V 的 线性 变换 。 

例 3” 设 R 为 有 和 恒 等 元 素 的 环 , 于 是 怀 可 以 看 成 f 一 模 。 这 
时 ，R 的 模 同 态 与 8 的 环 同 态 一 般 来 说 是 不 一 样 的 。 


令 
a | bo co) 


6 人 (2 纺 王 > 四， 1EQ, 10，1, 
容易 验证 ， 映 射 + 是 R 一 模 {R; +} 的 一 个 R 一 自 同 态 。 但 它 不 
是 环 R 的 环 自 同 态 。 
再 有 ， 把 复数 域 C 看 成 C 上 的 模 ， 了 映射 
pal—>a, Ya€C, 
是 C 的 环 自 同 态 。 但 它 不 是 模 C 的 自 同 态 。 这 是 因为 ， 


gp :kal—>ka = 大 ay 


然而 Ka = & 不 是 对 任意 的 有 E C 都 成 立 的 。 

例 4 设 M:，M: 都 是 R 一 模 。 且 M, 是 有 限 生 成 的 ，Mi = 
《ai，ca:，…Cn?， 如 果 9 是 Mi 到 M: 的 一 个 R 一 同 态 , 则 有 履 ; 中 
的 一 组 确定 的 元 素 Bl,，B,，…，B，, 使 pCa1) =B1， plas) = 
有 8: ，…，y(an) =B,。 于 是 M' = (8 ，8:，… 有 。》 是 M: 的 一 个 
子 模 。 这 时 ， 如 果 在 以 与 M' 之 间 来 看 ，9 就 是 M1 到 M' 的 一 个 R 
一 满 同 态 ， 即 有 M1 和 MM'。 
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反之 ， 车 预先 取 定 M: 的 一 组 元 素 r:，ra，…，rys。 是 否 必 
有 唯一 的 一 个 人 ;到 以 ,的 R 一 同 态 $， 使 得 (21) =71， Ya2)= 
72，…， 及 (ar) =7.7 

例 5 令 M=R ={(x1，Xs，"…，Xs)|x; ER} 是 环 R 上 的 
柑 。 那么 

Er 3x1s 9 Kes Xn) E>, 
是 R'W 到 有 R 的 R 一 满 同 态 。 
Ti YX | 一 >(0，…，0，x，0，…，0)， 
其 中 x 在 第 i 个 位 置 上 ， 那 么 5, 是 R 到 R'" 的 R 一 单 同 态 。 
例 6 设 MM 为 R 一 模 ，N 是 人 的 子 模 。 那 么 映射 
tT:a|—>a, Ya€EN, 
十 入 到 必 的 一 个 R 一 单 同 态 。 称 这 样 的 8 一同 态 为 包含 同 态 。 

例 7 设 7 是 域 F 上 的 线性 空间 ，o 是 7 的 一 个 线性 变换 。 考 
赔 由 oa 导出 的 FC*] 一 模 V。 我 们 已 经 知道 ， 线 性 空间 V 的 模 自 同 
态 恰 是 7 的 线性 变换 。 现 在 讨论 FCx] 一 模 下 的 模 自 同 态 有 何 特 
性 。 

令 T 是 FC[x] 一 模 V 的 任 一 模 自 同 态 。 根 据 定义 ， 则 有 

tla+B)=Tt(a) +7T(B), Ya, BEV, 

TfCx)a) =f x)Tt(a), YCx)EFCX), aEV, 
特别 地 ， 则 有 

Tka) =kr(a), YEEP, 

T(xa) =XT(Q)》 
这 表明 ，7 是 线性 空间 7 的 线性 变换 ， 而 且 

Tt(g(a)) =a(T(a)), 
亦 即 Yo =or。 这 也 就 是 说 ，F[x] 一 模 V 的 任意 一 个 FC*)] 一 自 辣 
态 z 都 是 线性 空间 7 的 线性 变换 ， 并 且 与 o 可 交换 。 

反 过 来 看 ， 如 果 7 是 线性 空间 V 的 线性 变换 ， 能 与 0 相交 
换 ; to =07。 于 是 

=> Ta+h)=rt(a) +7(B)} 
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一 > T(xa) =T(0(0)) =o(T(a)) =xT(a)y 

一 > tf(x)a) =T(f(0)(a)) =f(o) (To) =f(x)T(a), 

这 表明 ， 正 是 FCx] 一 模 V 的 一 个 FCx] 一 自 同 态 。 总 之 ，F[*x] 一 
模 7 的 全 部 FC[x] 一 自 同 态 恰 是 线性 空间 V 的 一 切 与 o 可 交换 的 线 
性 变换 。 

设 M，M/ 都 是 R 一 模 ，9 是 M 到 M/ 的 R 一 同 态 ， 令 X 是 用 的 

任 一 子 集 ， 了 是 M’ 的 任 一 子 集 。 于 是 
p(X)={9(a)la EX} 
是 M' 的 一 个 子 集 ， 叫 做 X 在 g 之 下 的 象 。 
9p!1(Y)={2€EM|9(a) EY} 
是 MM 的 一 个 子 集 ， 叫 做 了 在 9 之 下 的 完全 原 象 。 

定理 1 设 M，M’ 都 是 R 一 模 ，p : M 一 >M' 是 R 一 同 态 。 
那么 

(1) 车 入 为 M 的 子 模 ， 则 pCN) 是 M' 的 子 模 ， 

《2) 车 N' 是 M' 的 子 模 ， 则 9-!(CN') 是 M 的 子 模 。 

证 (1) Ya’, B'Eq(N)， 有 a,，BEN, 使 

P(a) =a’, p(B) = 有 。 
= (at+B) =9 (a) +q(B) = +B/。 因 为 a+BEN， 所 以 
a’ +h’ Ep(N), 
一 >9(ta) =kp(a) =ka’/，Y¥EER， 因 为 ka EN， 所 以 ia' € 
9CN)。 一 >9(N) 是 M' 的 子 模 。 

(2) 同 理 ，Y¥a，BEgq-1(N'), 则 有 g(a) EN ，9(8) EN 。 
m=>qp(a+B) =9(c)+9(B)，9(ktc) =kpla)。 因 为 N' 是 MM' 的 子 
模 ， 所 以 g(a)+q(B)EN', kgla)EN’。 从 而 可 知 a+BE 
om-1(N')，kaEqp-!1(N')。 即 9-!1(N') 是 1 的 子 模 。 国 

推论 令 L(M) ={NSMIN 是 M 的 子 模 }- 是 MM 的 一 切 子 模 的 
集合 LCM') ={N’ SM’|N’ 是 M' 的 子 模 } 是 M' 的 一 切 子 模 的 
集合 。 那 么 M 到 M’' 的 任意 一 个 模 同 态 "， 考 虑 9 在 子 模 上 的 作 
用 则 有 | 
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(1) 9 : L(M) 一 >L(M')， 且 使 包含 关系 不 变 。 

车 Ni1, Ns EL(M), NI EN,—>9(Ni) SPN,). 

(2) pg"! :LL(M') 一 >L(M)， 且 使 包含 关系 不 变 : 

若 Ns,N2 EL(M'), NIENs=>9 1(Ni) Sp 1NG). 

定义 2 设 p : M 一 >M′ 是 R 一 同 态 。 则 称 p(M) 为 9 的 象 ，. 
记 作 Impg。 称 pg™!1( 0 ) 为 q 的 核 ， 记 作 kerg。 

例 8 ”车 g : M 一 >M' 是 R 一 同 态 。 则 有 

(1) gq 是 R 一 满 同 态 志 >Imp =M'。 

(2》 gp 是 一 单 同 态 <->kerp ={ 0}。 

例 9 ”如 果 对 一 组 R 一 模 : 


Mo, Mi, MD Mi, Mi **, 
相应 地 存在 一 组 R 一 同 态 ， 
9 一 >Mi i=0, 1，2，…。 


则 称 如 下 的 记 法 为 一 个 R 一 模 与 R 一 同 态 的 序列 ， 
EE A 
如 果 对 每 三 个 相 邻 的 模 及 R 一 同 态 都 有 
Ji- 1= kerg;, i=1, 2， sy 
则 称 该 序列 是 正 合 列 。 显 然 ， 正 合 列 的 意思 是 说 ， 对 列 中 每 一 个 
模 ML, 来 看 ，“ 输 入 同 态 ” 的 象 与 “输出 同 态 ” 的 核 正好 重合 
特别 地 ， 把 如 下 的 正 合 列 叫 短 正 合 列 ， 
0 一 >M' 一 >M 一 >1My 一 > 0， 
其 中 “0 ”表示 零 模 {0 } ;而 0 一 >M' 表示 自然 包含 同 态 ， 
207 一 > 0 表示 零 同 态 。 
于 是 ， 若 p : M 一 >N 是 R 一 同 态 ， 则 有 
9% 是 R_ 单 同 态 所 > 0 一 >M 一 >N 是 正 合 列 ， 
9 是 R 一 满 同 态 扩 >M 一 >N 一 > 0 是 正 合 列 。 
9 是 R 一 同 构 拓 > 0 一 >M 一 >N 一 > 0 是 正 合 列 ， 
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例 10 设 p : M 一 >M' 是 R 一 同 态 。N，N' 分别 是 M，M/ 的 
子 模 。 那 么 
(1) 9-1Cp(CN)] =N + kery, 
(2) pL9™i(N’)) =N’ NImg, 
首先 说 明 ( 1》 成 立 。 因 为 kerp =q-! (0》， 所 以 kerp 
9 :5C9(CN)]。 再 有 ， 立 cEN， 则 有 9(c)E9(N)， 从 而 
caEgriC9(V)]， 这 样 VSEe-!C9(N)7。 故 得 
Nt+kerpSy-!CCN)] 
另 一 方面 ， 如 果 cEe-!CeCN))]， 则 pCa)EwCN)。 这 表明 
有 BEN， 使 p(a) =g(B8)， 一 >a-BEkterg， 即 ，a EN + kerg。 
故 得 g"!CgCN)JSEN +kerp。 这 就 证 明了 1) 成立。 
其 次 说 明 (2 ) 成 立 。 显 然 可 见 9[9-1CN' SN NImy, 
另 一 方面 ， 如果 a’ EN' 人 Img， 于 是 有 aE€M， 使 p9Ca) = 
oa’ EN’, >aEg!(N’)—>a’ =p(a) E ytq 1(N’')I, tT 
N’NImgEpCy™!(N’)) 
这 就 证 明了 〈 2 〉 成 立 。 
在 本 节 最 后 ， 我 们 讨论 R 一 同 态 的 合成 问题 。 
首先 ,如 果 o : MM 一 >M,，T: M, 一 >Ms 都 是 R 一 同 态 , 令 
To :al—>tLto(a)), Ya€EMi', 
那么 容易 验证 ro 是 从 M1 到 Ms 的 一 个 R 一 同 态 . 称 To 为 + 与 o 的 
积 。 
事实 上 Ya，BEM,，kER， 则 有 
to(a+B) =tCo(a +B)) =Tt(o(a) + 0(B)) 
=TC0(a)) +tC0(B)) =Tto(a) + To(B), 
toa(ka) =TtCa(ka)] =TCktao(c)] =krCo(B)) 
=kro(a) 
即 ro : M1 一 >Ms 是 一 个 R 一 同 态 。 
车 Pp : Ms 一 >M, 也 是 一 个 R 一 同 态 。 则 有 
plro) = (pr)a。 
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这 个 等 式 说 明 R 一 同 态 的 合成 是 可 结合 的 ， 它 的 验证 过 程 ， 我 们 
略 去 不 写 ， | 
这 样 ， 如 果 一 般 地 用 瑟 omr(M，N)》 趁 示 了 一 模 履 到 RR 一 模 N 
的 一 切 R 一 同 态 做 成 的 集合 ， 那 么 ， 特 别 地 ，R 一 模 M 的 一 切 R 一 
自 同 态 的 集合 HomrCM，M) 关于 合成 做 为 乘法 时 ， 组 成 一 个 有 
便 等 元 素 的 半 群 。 其 中 恒 等 自 同 态 
td ya |—>a, Ya€EM, 
使 得 
iduo =o =0aidu, YoE Homre(M, M)., 
即 idu 蚌 半 群 Homr(M，M) 的 恒 等 元 素 。 
其 次 ， 在 集合 HomsCM，N) 上 规定 加 法 如 下 ， 
(0+T) :al—>0(a)+t(a), Ya€EM, 
即 
(g+T)(a) =0Ca) +t(a), Ya€EM, 
于 是 可 以 证 明 ， 关 于 这 样 定义 的 加 法 运算 ， 集 合 Homr(M，N) 
做 成 一 个 加 法 群 {Homa (M,N) ， +}。 
对 此 ， 首 先 应 该 指出 这 个 加 法 在 Homr(M，N) 上 是 可 施行 
的 (具有 封闭 性 ) 。 即 Ya, TEHomr《M, N) ， 则 at+TE 
Homg(M，N)， 换 个 说 法 就 是 ，M 到 NN 的 两 个 R 一 同 态 之 和 也 是 
M 到 N 的 R 一 同 态 ， 、 
事实 上 ，Y¥a,，BEM，kER， 则 有 
(og+Tt)(a+B)=o(a+B)+t(a+B) 
=0(a) +o(B)+T(a) +T(B) 
=a(a) +t(a) +o(B)+7T(B) 
=(g+T)(a) + (og +T)(B), 
(og+T)(ka) =o(ka) +Tt(ka) 
=ko(a) +kr(a) 
=k(g(a) +t(a)) 
=k(o+7T)(a), 


这 就 说 明 o +Yz 确 实 也 是 M 到 和 前 一 个 R 一 同 态 。 此外， 关于 
{Homa(M，N) ,+} 满足 加 群 的 全 部 条 件 的 验证 ， 这 里 就 略 而 
不 写 了 。 

至 此 ， 对 于 任意 一 个 R 一 模 M， 都 相应 的 有 一 个 代数 体系 
{Homr(M,M)3+,*}。 它 的 全 部 元 素 是 模 M 的 一 切 R 一 自 同 态 ， 
两 个 运算 分 别 是 前 面 提 到 的 加 法 和 乘法 。 而且， 单 看 加 法 是 一 个 
交换 群 ， 单 看 乘法 是 一 个 有 恒 等 元 素 的 半 群 。 于 是 进而 可 想 ， 如 
果 乘 法 对 加 法 适合 分 配 律 ，{HomaCM，M) ; +，。} 就 做 成 
一 个 有 恒 等 元 素 的 环 了 。 下 面 就 来 指出 这 一 点 。 

设 0o, T,， PEHomr(M，M)，YaEM， 则 有 

o(t+p)(a) =oC(T +p)(a)) =oCTt(a) +p(a)) 
=0[T(a)) + oCp(a)) =0r(a) +op(a) 
~ =(0ot+op)(a), 
即 ol(tT+p)= ot+0op， 同 样 可 得 《tT +p)o =To+Ppo。 
总 括 以 上 所 述 ， 我 们 证 明了 如 下 的 结果 ， 即 
定理 2 设 MM 为 R 一 模 ， 那 么 {HomaCM，M); +，。} 做 成 
“ 一 个 有 伍 等 元 素 的 环 . 目 

称 {Eoma(M，M) + ，。} 为 R 一 模 MM 的 自 同 态 环 ， 可 以 
简 记 作 EndrM。 人 须要 注意 的 ，EndM 是 加 法 群 必 的 自 同 态 环 ， 而 
这 里 的 BndrM 则 是 R 一 模 MM 的 自 同 态 环 。 


习 题 


1。 证 明 ， 

(1) 如 果 o : M1->M,，T : Mi->Ms 都 是 R 一 满 同 态 ， 那 么 
Yo 是 Mi: 到 Ms 的 R 一 满 同 态 。 

(2) 如果 ac: Mi-~>M ，r :Ma -~>Ms 都 是 R 一 单 同 态 ， 那么 
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to 是 MM 到 Ms 的 R 一 单 同 态 。 

(3) 如 果 o : Mi 有 Mi，T: M,->Ms 是 R 一 同 态 ， 且 To 是 R 
一 满 同 态 ， 那 么 o 是 R 一 满 同 态 ， 

(4) 如 果 0 :Mi->M,，T : MM,>Ms 是 R 一 同 态 ， 且 zo 是 有 
一 单 同 态 ， 那 么 是 R 一 单 同 态 。 

2。 设 R 为 有 恒 等 元 素 的 交换 环 。p : 及 一 为 任 一 映射 。 
证 明 : 9 是 一 个 一同 态 专访 存在 .a,bER， 使 得 p((x, 9)) = 
ax+by, YY(x, y)ER'Y, 

3， 设 M 为 R 一 模 ，7M = {ralaE M} 是 M 的 子 模 。 令 

or :tal>ra, Ya€EM, 
那么 

(1》 当 7 为 环 R 的 中 心 元 素 时 ，o :是 模 M 与 其 子 模 rM 的 一 个 
了 一同 态 。 

(2) 举例 说 明 ，7r 不 是 中 心 元 素 时 ，o+ 则 未 必 是 R 一 同 态 。 

(3) 举 一 个 例子 ， 使 o* 是 R 一 同 构 。 这 时 ， 做 为 模 M 的 同 构 

子 模 rM 是 否 与 MM 相等 ? 

4。 设 p: M->N 是 R 一 同 态 。 车 A 是 MM 的 子 模 ， B 是 N 的 于 

模 ， 则 有 
pLANgP (BI =p(A) NB. 

5。 设 M=《a)，N =《B》 是 R 上 的 两 个 循环 模 。 
证 明 ， 如 果 annaSannB， 那 么 M~N。 

6。 设 MM，NN 为 R 一 模 ，M~N， 证明 、 

(1) MM 是 循环 模 ==>N 是 循环 模 ， 反 过 来 对 吗 ? 

(2) M 是 有 限 生成 的 一 > 六 是 有 限 生成 的 ， 反 过 来 对 吗 ? 

7. 把 Z，Z,，Z ‘” 都 看 成 Z 一 模 。 

(1) 求 出 加 法 群 Hom(Z，Z.,)〉 和 Hom(Z。，2) 。 

(2) 证 明 : Hom(Z ,2Z) 之 {Z ‘2 ; +}。 

8。 证 明 : 对 任 一 R 一 模 M，Hom(R,M) 之 {M，+}。 

9。 设 MM 为 R 一 模 , EndM 为 加 法 群 M 的 自 同 态 环 ，R1 ={a1 € 
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BndM|ai :x i->ax， 过 x€ M}。 证 明 。 模 M 的 自 同 态 环 Endr 放 是 
,在 EndM 的 中 心 化 子 ， EndgM =C(R,)。 

10。 对 一 般 环 R 上 的 模 M， 加 法 群 必 的 左 倍数 变换 a1《a € R) 
是 模 M 的 R 一 同 态 吗 ? 

11。 设 R 为 有 恒 等 元 素 、 没 有 零 因 子 的 交换 环 . 证明， 

(1) 如 果 o : M->N 是 R 一 同 态 ， 那 么 o(T(M))ST(N)， 
从 而 o 在 T(M) 上 的 限制 or 是 TC(M》 到 TCN》 的 R 一 同 态 。 其 中 
T(M) 表示 M 的 扭 子 模 。 


0o T 
(2) 如 果 0 一 >M 一 >N 一 >P 是 正 合 列 ， 那 么 
cr Vy 
0 一 >T(M) 一 >TCON) 一 >T(P) 


也 是 正 合 列 。 

(3) 如 果 oa : M~>N 是 R 一 满 同 态 ， 则 or : TCM) 一 TON) 
未 必 是 R 一 满 同 态 。 

12。 证明， 


0 4 
(1) 如 果 0 一 >A4 一 >B 一 >C 一 >0，0 一 >C 一 >D 一 >E 


一 > 0 都 是 短 正 合 列 ， 那 和 0 一 >4—>B >D_>E—> 0 是 正 
合 列 。 : 
《2) 每 个 正 合 列 都 可 以 象 〈1) 那样 ， 由 一 些 适当 的 短 正 合 
列 粘 接 而 成 。 

13。 设 4，B，C 都 是 非 空 集合 ， 映 射 o: 4->B，r : 4 一 C。 
证 明 ， 存 在 映射 p: B->C， 使 po =T<>o(x) =o(y) 二 >T(x) 
=T(y)，YYx，yE 4。 举 例 说 明 ， 对 一 般 的 R 一 模 4，B，C 来 说 ， 
这 个 结论 未 必 成 立 。 

14。 设 4，B,，€ 都 是 非 空 集合 ， 映 射 0 : B->4: Tt: C 一 4。 
证 明 : 存在 映射 p : C->B， 使 op =+<->Imo =Imr。 举 例 说 明 ，、 
对 一 般 的 R 一 模 4，B，C 来 说 ， 这 个 结论 未 必 成 立 。 
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15。 设 4，B，C 都 是 R 一 模 。o : 4->B，T7 : 4->C 是 六 一 同 
态 ， 共 中 o 是 满 同 态 。 证 明 : 存在 唯一 的 R 一 同 态 ， p : B->C， 
使 po =T<>keroGkerr。 并 且 kera =kert<>p 是 单 同 态 。 

16。 设 4，B，C 都 是 R 一 模 ，c : B->4， T+: C 一 4 是 R 一 同 
态 。 其 中 o 是 单 同 态 。 证 明 : 存在 唯一 的 R 一 同 态 p : C->B， 使 
0n =T<>JmrSTmo， 并 且 Tmr =Imo<=>p 是 满 同 态 。 


17。 设 4，DB，C，D 痢 是 R_ 模 ，0->432B>C 是 正 合 列 ， 
一 同 态 p : D->B， 使 得 tp = 0 ， 证 明 ， 存 在 唯一 的 R 一 同 态 
1: D>4， 使 0n =p。 特 别 地 ， 对 R 一 同 态 o : M->N， 包 含 同 态 
“+ kero->M 来 说 ， 如 果 任 意 的 R 一 模 P，R 一 同 态 + : P->M， 满 
足 or = 0 。 则 存在 唯一 的 R 一 同 态 p : Prhero， 使 得 ip =T。 


85 ” 商 模 同 构 定理 


本 节 讨论 两 个 问题 ， 商 模 的 概念 及 其 基本 性 质 
定理 和 几 个 主要 的 同 构 定理 。 

设 M 为 任 一 R 一 模 。K 是 以 的 任 一 子 模 。 于 是 ; MM 做 为 交换 
群 来 看 ，K 自 然 是 M 的 正规 子 群 。 从 而 K 给 M 划 分 成 一 个 商 群 

M/E = 这 =a+kKlaEM). 
此 时 ， 在 M/K 中 的 加 法 如 下 进行 ， 
a+B=a+pB, ¥Y a, BEM/K. 

在 此 基础 上 ， 我 们 可 以 想到 ， 按 如 下 方法 对 R 与 M/K 到 M/K 规 定 


一 个 倍数 乘法 ， 使 M/K 做 成 一 个 R 一 模 。 即 ¥YtER，a EM/K,， 
令 


间 态 基本 


ra=ka, 
首先 必须 指出 ， 这 样 规定 的 运算 方法 是 合理 的 。 换 句 话说 就 
是 与 a 中 代表 元 素 的 选取 无 关 ， 事实 上 
车 a =B==>a-BEK, k(a-p)=ka-tBEK, 
一 fa = 及 ， 即 1Z= 析 。 
这 样 ， 容 易 证 明 下 述 的 结论 。 即 
命题 ” 设 M 是 R 一 模 ， 玉 是 下 的 一 个 子 模 。 那 么 ， 按 如 下 的 
运算 ， 
+6=c+p， 
ka=ka, YtER, a, B EM/K, 
商 集合 M/K 做 成 一 个 R 一 模 。 
证 {M/EK: +} 做 成 交换 群 是 早已 知道 的 。 倍数 乘法 的 全 
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理性 已 如 前 述 。 剩 下 的 就 是 模 定义 中 〈 置 〉 所 要 求 的 四 条 运算 性 
质 。 这 可 逐条 验证 如 下 ， 


(i) k(a +B)=k(a+pB) =r(a+pB) =tar+tB=ta+ 


(iii) (tw = CD)a = ka) =kia= k(la) 于 
(iV) lea = 1ea =a, 
这 样 就 证 明了 ， 加 法 群 {M/K; +} 是 R 上 的 模 。 时 
称 M/K 为 模 M 关 于 子 异 K 的 商 模 。 
象 群 和 环 的 同 态 基 本 定理 一 样 ， 关 于 商 模 的 重要 意义 ， 也 有 
所 亩 的 “ 模 同 态 基 本 定理 ”。 即 
定理 1 设 M 是 一 个 R 一 模 ，K 是 MM 的 一 个 子 模 。 那 么 映射 
1:a|—>a, Ya€EM, - 
是 M 到 商 模 M/EK 的 一 个 R 一 同 态 ， 而 且 是 满 同 态 ， 并 且 核 tery 恰 
为 子 模 K。 即 
mc) =Z 使 MXM/K, 且 kern=K。 | 
反之 ， 若 ，9 :MM 一 M' 是 R 一 满 同 态 ，kerp =K， 那 么 ， 映 射 


:al—>pa), Ya EM/K 
是 商 模 M/K 与 M' 的 一 个 R 一 同 构 。 即 

pCa)=gla) 使 M/K<M'。 

证 “ 先 证 第 一 个 结论 。 我 们 注意 到 ， 商 模 M/K 其 实 就 是 做 为 

加 法 群 的 M 关 于 正规 子 群 K 的 商 群 {[M/K，+ }， 又 规定 了 一 个 自 
然 的 倍数 乘法 ， 丰 与 陪 集 相 乘 就 是 上 乘 陪 集中 的 每 一 个 元 素 ， 得 
到 的 一 个 模 。 并且 这 里 的 映射 就 是 与 商 群 M/K 的 自然 同 态 。 
这 样 ， 只 要 指出 群 同 态 1 还 满足 R 一 同 态 的 第 二 条 性 质 ， 这 里 的 
结论 就 完全 被 证 明了 。 事 实 上 有 
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Nka) =ka =ta=kn(a), YEER! ccEM。 
(关于 的 核 ， 做 为 群 同 态 来 看 或 是 做 为 R 一 同 态 来 看 是 一 回 事 
情 ， 所 以 kern =K)。 
再 证 第 二 个 结论 。 由 于 同样 的 想法 ， 这 里 的 映射 9 是 M/K 与 
M/ 之 间 的 双 射 ， 而 且 保持 加 法 运算 ， 即 做 为 加 法 群 来 看 ， 
{M/K; +} 之 M'。 为 子 说明 9$ 还 是 一 个 R 一 同 构 ， 具 须 指出 9 也 
保持 倍数 乘法 就 行 了 。 即 | 
Pka) =9 (ka) =9(ka) =kp(a) =k pa), 
YkER，Z EM/K。 这样 ， 第 二 个 结论 也 被 证 明了 。 
例 1 考虑 实数 域 R 上 的 三 维 空间 R ‘5 ={(x, y,，z)|x,，y, x 
ER}。 于 是 
+(x, y, 2) [>x 
是 R ‘9 到 R 的 一 个 R 一 同 态 ， 而 且 是 满 同 态 。 即 
Rs LR, 
容易 看 出 ，kerp ={《0，y，z)1y，zER}， 从 而 
Rs Jteroz R, 9: (x, y, 2) |—>9(Cx, y,7)) = 和 


这 里 ， 对 Rw /erg 的 任 二 元 素 Gry 态 5，C7T W275 有 


(X,Yy32) =(X/, Ys 2 SPx, y, 2) ~ (Xx, Yy, 2’)E 
kerp >x=x/。 从 而 ， (x,y,z) = (x,0,0) 。 
例 2 把 有 理 数 加 法 群 Q 看 成 Zz 一 模 ，Z 丑 Q 是 Q 的 一 个 子 模 。 
那么 商 模 
Q/Z={x=x+Z|xEQ). 
令 x=[x]+ {x}， 其 中 Cx] 与 {x} 分 别 表示 有 理 数 x 的 整数 部 分 与 
小 数 部 分 。 例 如 
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3.4=3+0.。4， 即 [3.4] =3，{3.4} =0.4; 
-2.8=-3+0.2， 即 [-2.8]=-3,{-2.8}=0.23 
5=5+0， 即 C5) =5,{5} =0。 

于 是 


3.4=03.4]+{3.4} = [3.4] + {3.4} =3 +0.4=0 +0.4 
=0.4 


6.4=0.4, -3.6 =0.4， 即 3.4=6.4= 二 3.6=0.4 。 
一 般 地 ，x = 之 {x} = {让 ， 从 而 x = {Xj。 
再 如 3.4+6.4=3.4+6.4=9.8=0.8，6.4+ 一 3.6= 


6.4+(-3.6) =2.8 =0.8。 


43.4=4Xx3.4=13.6=0.6，4 二 3.6= 一 14.4=0.6。 


> 
已 
. 
> 
1 
. 
o 
Dy 


此 处 因为 3.4= 一 3.6， 当 然 有 4 -3.4 = 4 二 3.6= 
这 样 
nn:xl—>x ={x} 
就 是 使 Z 一 模 Q 与 其 商 模 Q/Z 司 态 的 自 关 映 身 ， 
例 3 设 MM=Ra 为 循环 R 一 模 。 令 
9:7|—>ra, Yr€ER, 
那么 RRa。 而 9 的 核 
kerp ={ rE RIra =0}. 
即 kery 正 是 a 在 环 R 中 的 零 化 子 anxag。 于 是 
R/kerpZRa 或 R/ anna ZRa, 9 : |—>ka, 
例 4 设 环 R= Ma(Q)， oo 5EQ } 是 R 一 模 
M={R +} 的 子 模 。 于 是 N 是 循环 的 ， 


N=Ra, a=( °), amma ={(© *) |> yeEQ } 
则 有 


。42 。 


Mjoma sRa, 0 (a5) >(s 5)(1 9)=( 0) 
a =, p=(9 0), ema={(59)|m seo 
于 是 


M /annBLRBY + (GD) 4) € Cs 0 =-( 0) . 


显然 anna 才 annB， 但 是 用 anna~ M/annp, 
例 5 设 M，M 都 是 R 一 模 ，9 : M->M' 是 R 一 同 态 。 则 有 ， 


党 # 
0—>kcrg —>M—> M/kerp—> 人 


与 0—>Imp— >M’—>M’ /Img —>0 


都 是 短 正 合 列 。 此 中 ，7 与 o 都 是 包含 同 态 ,， ?与 p 都 是 自然 同 
以 上 讨论 了 R 一 模 民 的 商 模 概念 的 形成 及 其 意义 。 我 们 的 具 
体 做 法 是 从 一 个 子 模 K 出 发 ， 由 它 给 M 划 分 成 类 ( 陪 集 )， 以 类 为 
元 素 得 到 一 个 新 的 集合 M/K。 而 且 按照 自然 的 方法 对 M/ 天 规定 
了 类 的 加 法 和 倍数 乘法 ， 把 两 个 类 相 加 就 是 通过 类 中 元 素 相 加 ， 
使 R 中 元 者 去 乘 一 个 类 就 是 该 元 素 去 乘 类 中 的 元 素 。 这 样 便 使 
MX/EK 做 成 了 R 上 的 一 个 模 一 商 模 。 同 时 ， 按 如 下 的 自然 方式 ， 
Nt:a|—>a =a+K, Ya€EM, 
使 得 M/K 是 M 的 同 态 象 ， 即 
MLM/K. 
而 且 11 的 核 恰 为 当初 的 子 模 了 ,ker =K。 
下 面 我 们 将 指出 上 述 极其 自然 的 过 程 的 必然 性 。 为 此 ， 我 们 
需要 如 下 的 
定理 2 设 M 是 一 模 ，E 是 集合 M 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 由 瑟 


确定 的 商 集合 记 作 


M/E ={a/Ela€EM} 
中 
~ Qa/E=A/E<>aFB 或 (a, B)EB (l(a, BEM). 
而 且 M/E 按 
a/E + B/E =a+B/E 
ka/E=ka/E, YEER,a/E, B/ EEM/E 
能 够 做 成 一 个 R 一 模 ,，( 或 在 映射 
ni:al—>a/E 
之 下 ，M/E 是 M 的 同 态 象 ， 即 M~M/E) | 
充分 必要 条 件 是 M/E 中 存在 一 个 元 素 Ms 做 成 人 的 一 个 子 模 ， 使 
得 
aEB<>u -BEME, 
从 而 M/E 就 是 MM 关于 子 模 Mg 的 商 模 MM/ Ms。 
证 充分 性 是 明显 的 ， 人 须要 证 明 的 只 是 必要 性 。 
首先 ， 令 0 /E=Mg， 我 们 指出 这 个 零 元 崇 记 在 的 等 价 类 正 
好 是 用 的 一 个 子 模 ; 
Ya, BEME, FER,Ba/B =P/E = 0/E, 
一 >(c+ 有 )/ =a/B+B/E=0/E+0/E=(0+0)/E=0/E, 即 有 
a+BEMEs, 
=—>ka/E = (a/E) =k (0/E) =t0/E= 0/E， 即 kaEMs。 从 
而 ，Mz 是 MM 的 子 模 。 
其 次 ,如 果 a/E=B/E=—>(a-B)/B=a/E~B/E =a/E~-a/E 


=(a-0)/E=0/E, 即 -BEMs。 反之 ,如 果 a-BEMa==>B/E 
=B/E+0/B=B/E+(a-B)/E=(B+ (a-B))/E=a/E, 这 样 
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必要 性 也 被 证 明了 。 目 

如 果 吾 :， 瓦 :都 是 R 一 模 允 的 子 模 ， 当 如; 所 瓦 :时 ， 则 称 妃 :是 
在 ,之 上 的 子 模 。 

定理 3 设 M 是 R 一 模 ，K 是 MM 的 子 模 。 令 LxCM) ={ 瑟 | 五 为 
M 的 子 模 ， 且 KSH}，LCM/K) = {| 吾 是 M/K 的 子 模 }。 那么 
自然 同 态 n+: M 一 >M/K 在 Lx(M) 与 LC(M/K) 之 间 诱导 出 一 个 
双 射 (也 用 表示) ， 

n:HI—>n(H), ¥HELk(M), 
而 且 保 持 包 含 关系 不 变 ， 即 H1 SH, 一 >n(H1)Sn(H,)。 

证 首先 , jw 是 Lx(M) 到 LCM/K) 的 一 个 映射 是 明确 的 。 其 
次 指出 ?是 满 射 。 立 豆 EZ(CM/K)， 则 有 互 ={ZC=z+K|cE 歼 
刁 M}。 我们 肯定 这 个 五 就 是 必 的 一 个 子 模 ， 且 nC 五 = 五 。 事 实 
上 Ya,，BEH， KER, 都 有 有 a+B=a+B EH， 从 而 a+BEH,。 
ka =kaE 甩 ， 从 而 ka E 妥 。 记 以 ， 且 是 MM 的 子 模 。 至 于 nC(H) = 
志 ， 则 是 明显 的 。 

再 有 ，7 也 是 单 射 。 若 于 ，， 玉 , 均 为 M 的 子 模 ， 且 KEH， 
KSHs， 又 使 KH1) =n( 玉 ,，)。 于 是 由 于 HI) ={@ =a+K| 
a€EH}, nH,)={B =B+KIBEH?)}, Gn(H) = 人 CE) 时 ， 
六 a EH1， 必 有 某 一 个 BEH,， 使 得 a = B， 从 而 a~BEK。 即 
有 a=B+7,，YEK， 又 因 KSH,， 攻 而 a=B+YEA,， 亦 即 
ES 是 ,。 类 似 地 ， 可 知 瑟 , 三 豆 ;， 这 样 ， 互 ! = 有 万 ,。 总 之 , 1 在 
Lx(M) 与 LCM/K)》 之 间 来 看 是 一 个 双 射 ， 而 7 保持 子 模 的 包含 
关系 不 变 由 上 节 定 理 1 之 推论 即 得 . 时 

这 个 定理 表明 ， 商 模 M/EK 的 每 一 个 子 模 都 可 唯一 的 写成 
互 /K 的 形式 ， 其 中 妞 是 M 的 一 个 在 K 之 土 的 子 模 。 再 有 ， 如 果 我 
们 注意 到 上 节 例 10 的 结果 。 上 面 定理 3 的 证 明 将 是 相当 简明 的 。 

例 6 设 M ={0，o，8，c} 是 Klein 四 元 群 ， 于 是 MM 可 以 看 成 
Z 一 模 。 令 和 ={0，a} 为 M 的 一 个 子 模 ， 则 有 商 模 

M/K={0, 6}. 
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这 样 ，M 的 在 天 之 上 的 子 模 与 M/K 的 子 模 之 闻 成 一 一 对 应 。 虽 然 
WM 共有 五 个 子 模 ， 但 在 K 之 上 的 子 模 恰 有 两 个 ， 即 

K=1{0, a}, M={0, a, b, c}, 
从 而 商 模 MM/K 的 子 模 也 恰 有 两 个 ，{0}，{0，5}， 此 时 {0 } 
=K/K, {0, 5}=M/K. 

定理 4 设 M，M/ 是 R 一 模 ,，p : MK 一 >M' 是 有 一同 态 。 令 
N，N' 分 别 是 M 与 M' 的 子 模 。 那 么 映射 

人 Mr/N 一 >21N/， 
其 中 :| 一 >pCa) ( 则 9(a) = TCa) 或 5: a+N | 一 >p(a) 
t+ 入) 是 M/N 到 MI'/N' 的 R 一 同 态 寺 >p(N)SN’'。 并 且 
(1) 9 是 单 同 态 < 所 >N =g-!1(N')。 
(2) 9 是 满 同 态 < 所 >Jmnp+N' =M'。. 

证 先 证 充分 性 设 p(N) SN’。 我 们 指出 8 的 合理 性 ， 即 
9 的 单 值 性 ， 

车 a=B 一 >a-B8EN, 于 是 g(a-B)EN’， 从 而 pCa) 一 
9(B) EN' 一 >pla) =p(B)， 这 就 是 p 的 单 值 性 。 下 面 说 明 9 是 
R 一 同 态 。 事 实 上 

pla+B)=p(a+B)=pa+B) =9(a) + p(B) 


=9(a) +9(B) =9 (a) + p(B). 


Tk) = Tia) = Da) = EV) = a) =k Ga). 
这 就 说 明 9 确 是 MAN 到 了 AN/ 的 一 个 R 一 同 态 。 

再 证 必要 性 。 若 已 知 9 是 M/AN 到 M'/N' 的 一 个 R 一 同 态 。 则 
有 880) =0。 于 是 YaEN, 4a=0—>p(a) =p(a) = (0) 
=0, —>p(a) EN’, 9(N)EN’, 
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9 是 单 同 态 所 > tcr9 ={0}。 即 WCG)=0 当 且 仅 
当 & = 0。 亦 即 p(cC)EN'<>xEN。 故 而 9-!(CN')=N， 即 
(1) 成 立 。9 是 满 同 态 志 >M' ={9(c) +N'1e EM}， 亦 即 。 
Imp+N’ =M' 所 以 (2) 成 立 。 目 
定理 5 〈 第 一 同 构 定 理 ) 设 MK，M/ 是 R 一 模 ，9 : M 一 > 
M' 是 R 一 满 同 态 ， 即 必 名 M'，Ker pg =K。 令 入 为 用 的 子 模 ， 且 
KKSEN，9GCN) =N'。 那 么 映射 
pM/N—>M’/N’, 9 A EAA 
是 一 个 R 一 同 构 ， 即 M/NZM'/N/。 
证 显然 ,这 是 定理 4 的 一 个 特殊 情形 。 从 而 首先 可 以 肯定 映 
射 9 是 ee 又 因 y(N) =N'， 即 N = 
9-1(N')， 所 以 9 是 单 同 态 . 并且 9 是 满 同 态 ， 当 然 Imp + N/ 
本 从 而 9 也 是 a 这 样 9 就 是 一 个 R 一 同 构 , 目 
推论 车 必 为 R 一 模 ，K，N 都 是 人 M 的 子 模 ， 有 KEN 那么 


M/NSM/E[N/K. 


事实 上 取 M/K=M’ 时， 这 里 就 是 定理 5 的 特殊 情形 ， 
定理 6 。 (第 二 同 构 定理 ) 设 M 是 R 一 模 ，NN ,与 N, 都 是 M 的 


子 模 。 那 么 商 模 Ni/CN, ni N:) 与 CN, + 入,)/N, 同 构 。 
证 “考虑 M 到 M/N: 的 自然 同 态 % 于 是 1 在 Ni 上 的 限制 


1 :al—>a =c+N， Ya€EN! 
是 Ni 到 (Ni + NN)/N, 的 一 个 R 一 满 同 态 ， 考 察 w 的 核 kerw/ 。 若 


aEN1, aEkerw/， 则 有 (a)=0, 即 a+N,=N, 一 > cE 
N:， 从 而 CENinN:。 故而 kern’ =N1NN,。 由 同 态 基本 定 
理 ， 即 有 


Ni/N， NN, DE Ns + NN,, 
其 中 WY ar CNINN:) I—>atN,. YaEN. 

下 面 再 介绍 一 个 形式 更 为 复杂 的 第 三 同 构 定理 ， 来 结束 这 一 
节 的 讨论 。 第 三 同 构 定理 ， 通 常 也 叫 Zassenhous 引 理 ， 它 在 下 
一 节 将 被 用 到 。 

定理 7 (第 三 同 构 定 理 ) 设 M 是 R 一 模 。 妥 ，Hs 与 五， 
五 ;都 是 M 的 子 模 ， 且 Hi1 己 及 :,， 有 SH,。 那 么 商 模 


+H1NH)/Hi+ CHiNH4) 与 
Hi+ (HINH) /H+ (HNH,) 


同 构 。 
证 因为 Hi1NH,SHINHH,， 那 么 
(HINH,)+H2 + (HiNH;,)=(H.NH)+He. 
于 是 ， 由 第 三 节 的 定理 4 ， 则 有 
(HINH NH + HINH)I=(HNH,) NH:, 
+ (HiNH,)=(HNH)+ (HNH,) 
这 样 ， 令 Ni = 五 人 且 ,，N, = 及 s+ (Hi 几 ,)， 由 第 二 同 构 定 
理 ， 则 得 


HiNH: [HNH) + (HNH,) 


Hi +H NH)/ Hi +H NH,) 。 
辐 理 ， 因 为 HNN HsSH1 作 用,， 那 么 
(HINH,)+Hi+(H.NH)= H+(H, NH,). 
同样 ， 根 据 第 三 节 的 定理 4 ， 则 有 
(HINH NH + (HNH:)) 
=(HINH YNH + HNH)=(H NH)+(H NAH). 
令 Ni =H1NH，Ns = 如 + (HiNAHs)， 由 第 二 同 构 定理 ， 则 
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HiNH, /Hi NH ) + HNH,) 


H+ HNH)/ H+ HNH,) 
从 而 得 到 
Hi +HNH)/H + (HNH,) 


H+ (HINH)/H + HNH,). 四 


习 题 


1。 设 4，B 都 是 R 一 模 M 的 子 模 。 证明， 按 自然 的 映射 方 
法 ， 如 下 的 模 同 态 序列 都 是 正 合 列 ， 


(1) 0 一 > 4n 3 一 > B 一 > 也 /4n3 一 > 0 。 


(2) 0—>ANB—>A—> 4 /4ANB—> 0。 


(3). 0—>A/ANB—>M/ B—>M /4+ 8B- 0 。 


(4) 0—>B8/4NB—>M/ 4—>M /4+P_> 0。 


2。 设 R 为 主 理想 环 ， 了 为 R 上 的 循环 模 ，M =《〈c>。 如 果 存 
在 一 个 素 元 素 p， 使 snma = (加 )， 那 么 

Me =M, M1 =PpM, M, =p?M, *…, Mi = 加 11 

Ms=p*M={0} 是 M 的 全 部 子 模 。 

3。 设 R 为 有 恒 等 元 素 的 交换 环 。 令 

RLx) ={ao +arxt. tanx")a: ER}. n=0, 1, 2,*。 


证 明 ， 
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(1)》 卫 :CX](n 之 0) 均 为 R 一 模 ,， 并 且 

Ro =RERICXICRLXIE.. SCR, XIER, Cx). 
(2) 对 #1, RiC RC JR 
4。 设 R 为 有 恒 等 元 素 ， 没 有 零 因 子 的 交换 环 .。 证明， 


(1) 对 任 一 非 零 元 素 YER，Rx" = {yx"|yE€R} 均 为 模 忆 
的 子 模 ， 并 且 RRx 宇 Rx? 宇 … 宇 Rx"*!1 守 Rx' 忆 …。 


(2) Rx"-!/ Rx"~R [Rx, n=1, 2, … 


5。 设 4，B，C 都 是 R 一 模 ，o : 4 一 > B，T : B 一 > C 为 R 一 
同 态 。 证 明 ， 模 同 态 序列 


0 一 > kerg—> herta—y> 1crr 一 > B/Imo—> Cfrmra—> 
Cljumr 一 > 0 是 正 合 列 。 


6。 设 4，23 都 是 R 一 模 ，a : 4 一 > 3 是 R 一 同 态 。 证 明 ， 

(1) o 是 单 同 态 < 所 > 对 任 二 R 一 同 态 ，ri，ry : C 一 > 4， 
如 果 or =oar:， 则 必 有 Tl =T,。 

(2 ) o 是 满 同 态 所 > 对 任 二 R 一 同 态 ，p 、p， : 3 一 > D， 
如 果 pia =pzg ， 则 必 有 pk =p:， 

7。 设 MM 为 R 一 模 ， 了 为 R 的 左 理想 。 证 明 ， 


C1) 对 任 一 非 空子 集 5SM， 子 集 IS={ 习 rici|r em， 
i 
ci ES } 是 MM 的 子 模 , 
(2 ) 如 果 了 是 R 的 真理 想 ， 那 么 取 


Ta=7ra (Br+D(arIM) =ra+IM) 
为 倍数 乘法 ， 则 使 商 集 M/TM 做 成 商 环 R/T 上 上 的 模 。 


86 单 模 Jordan 一 H61der 定理 


我 们 都 已 知道 ， 由 一 个 元 素 生 成 的 模 一 循 环 模 WM = Ra 是 非 
常 简单 的 一 种 模 ， 它 的 结构 由 它 的 生成 元 素 的 零 化 子 所 刻 划 。 但 
是 ， 还 有 比 一 般 循环 模 更 为 简单 的 模 ， 即 所 谓 的 单 模 ， 本 节 介绍 
单 模 的 概念 及 其 基本 性 质 。 进而 证 明 一 个 定理 ， 中 Jordan 一 
H6lder 定理 ， 它 表明 对 某 些 模 可 以 逐次 划分 成 有 限 个 单 模 去 加 
以 研究 。 

定义 1 设 必 为 R 一 模 ， 攻 到 {0 }。 如 果 必 没有 非 平凡 的 子 
模 ， 即 除了 {0 }、M 之 外 ，MM 再 没有 其 它 的 子 模 ， 则 称 M 是 单 
模 。 

例 1 令 MM 为 域 F 上 的 线性 空间 ， 那 么 ，M 是 单 模 <>dimM 
人 有 

例 2 ”整数 加 法 群 Z 做 为 Z 一 模 不 是 单 模 ; Z, 做 为 Z 一 模 是 单 
模 志 >n 为 素数 。 

例 3 若 R 一 模 M 是 单 模 ， 那 么 NM 一定 是 循环 模 ， 反 之 则 未 

事实 上 车 MM 是 单 模 ， 则 MM 郑 { 0 }， 任 取 MM 的 一 个 非 零 元 素 
a,，N =Ra 是 M 的 一 个 子 模 ， 因 为 cEN， 所 以 N 关 {0}， 从 而 
N=M， 即 M = Ra， 是 循环 模 ， 反 之 ， 由 例 2 便 可 得 知 。 

例 4 令 环 R = 用 ;(Q)， 把 R 看 成 R 一 模 ， 显 然 不 是 单 模 。 再 


[falr az 0 
-| bib,0 


cl cz 0 


如 


41， 5b;，ci EQ 省 成 R 一 模 也 不 是 单 模 。 
| 


! 
\ 
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Ga 0 0 
8 0 0 
c 0 0 


但 是 ，N: 也 可 以 看 成 Q 上 的 模 ， 这 时 N: 就 不 是 Q 上 的 单 模 了 。 
定理 1 设 M 是 R 一 模 。 以 下 条 件 是 等 价 的 : 
(1) M 是 单 模 。 
(2 ) M 是 循环 模 ， 而 且 任 一 非 零 元 素 都 是 生成 元 素 。 
《3) M~R/T, 了 是 的 一 个 极 大 左 理想 ， 即 了 是 真 左 理 
想 ， 且 不 存在 左 理想 7, 使 TCTCM。 
证 (1) 一 > (2) 车 必 是 单 模 , YaEM, a 0 .一 > 
N = Ra 是 M 的 子 模 ， 且 Nz{0} 一 >N=M, 即 YaEM, a* 0 
都 有 M = Ra。 
(2) 一 > (3) 着 MM 是 循环 模 ， 每 一 个 非 零 元 素 都 是 生成 
元 , 于 是 ，YaEM，a 大 0， 则 有 
M=RaTR/I, T=anna 
我 们 指出 ，7 是 极 大 的 左 理想 ， 令 7 是 R 的 一 个 左 理想 ， 使 IC7。 


去 证 ] = R 即 可 。 任 取 5E7，8 ET， 则 有 BEM，B 头 0， 使 


Ni， = a,b, ea | 而 -本人 


pipBl—>6 


于 是 ， 由 M=RB 一 >R/1={r5 | rER} 一 >Y¥xER， 存 在 rE R 使 
x=7b+a，aE1T， 因为 TCT，cE7T 一 >xE7。 从 而 7=R。 

(3) ==> (1) 车 MR/I, 而 I 是 的 极 大 左 理想 .由 
此 可 知 ， 在 工 与 BR 之 间 ， 除 了 TI，R 之 外 ， 再 没有 左 理想 。 从 而 ， 


在 {0} 与 R/T 之 间 ， 除 了 {0}，R/T 之 外 ， 再 没有 RAT 的 子 
模 ， 即 ，R/T 是 R 上 的 单 模 。 亦 即 MM 是 R 上 的 单 模 , 和 
定理 2 设 M，N 都 是 R 一 模 ，o: M 一 > 六 是 一 个 非 零 的 R 一 
同 态 。 那 么 
(1 ) 若 必 是 单 模 ， 则 o 是 单 同 态 。 
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《2) 若 N 是 单 模 ， 则 o 是 满 同 态 。 2 

证 因为 M 是 单 模 ， 所 以 kero ={0} 或 kero =M。 由 于 a 是 
非 零 的 ， 从 而 kero ={0}。 即 ,，o 是 单 同 态 ，〈1)》 成 立 。 

如 果 N 是 单 模 ， 则 有 Imo ={0} 或 Imo = 和。 因为 o 是非 
零 的 ， 所 以 Imo = 入。 即 c 是 满 同 态 ，〈《 2 〉 成 立 . 时 

定理 3 (Schur) 车 R 一 模 M 是 单 模 ， 那 么 EndrM 是 除 环 。 

证 只 须 指出 EndrM 的 非 零 元 素 皆 有 逆 就 行 了 。 而 EndrM 
的 非 零 元 素 都 是 单 模 M 的 自 同 态 ， 于是， 由 定理 2 ，MM 的 每 一 个 
非 零 自 同 态 o 既是 单 的 又 是 满 的 ， 从 而 ，o 是 可 道 的 。 亦 即 
BndrM 是 一 个 除 环 。 目 

我 们 已 经 看 到 ， 一 个 R 一 模 MM， 如 果 是 单 模 ， 那 么 它 的 性 质 
和 结构 都 是 特别 简单 的 。 当 用 本 身 不 是 单 模 时 ， 一 般 地 ， 它 一 定 
包含 有 非 平 凡 的 子 模 。 于 是 ， 可 以 考虑 如 下 的 一 个 子 模 的 序列 ， 

M=M.IM OM I EOM My ={0}， 
从 而 得 到 一 个 商 模 序列 ， 

M, =Mi/M,, M, =M,/Ms, 机 i =M. /Me 
使 得 

M=Mi~Mi/Ms, Ma~ M3 /Ms, ,Me~ Mo /Me 
这 样 ， 通 过 对 这 一 ` 串 商 模 的 研究 ， 对 于 认识 和 揭示 原来 的 模 民 的 
性 质 和 结构 ， 无 疑 是 有 益 的 。 尤 其 是 ， 当 这 一 串 商 模 ， 每 一 个 都 
是 单 模 时 ， 这 种 考虑 自然 就 更 是 有 效 的 。 下 面 我 们 就 来 讨论 这 样 
的 问题 。 

定义 2” 设 M 是 R 一 模 ， 称 MM 的 一 个 真 降 的 子 模 序列 ， 

Ts M=M.oM. MIO…IOM OM ={0} 
为 M 的 一 个 子 模 塔 。 并 把 商 模 序列 ， 
Mi/Ms, Ma/Ms, , Mr /Mes 
-叫做 这 个 子 模 塔 的 商 序 列 ， 此 中 高 模 的 个 数 > 叫做 塔 T 的 高 ， 记 
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作 MKT)。 特 别 地 ， 当 商 序列 中 每 一 商 模 都 是 单 模 时 ， 则 称 子 模 塔 
T 为 Jordan 一 Holder 塔 。 
定义 3 设 MM 为 R 一 模 M 的 两 个 子 模 塔 
Ti: M=M1OM,.OM3IO%… OMIM, ={0}, 
T,: M=N1ON,ION,I…ONION, ={0}, 
如 果 的 商 序 列 1， =M1/M,, ji。 =M,/M;, 9 计 , = 
M,/M w+: 中 之 商 模 ， 在 适当 调 正 硕 序 之 后 能 与 7 的 商 序列 中 之 
商 模 依次 是 同 构 的 ， 即 
Mi, NI/N,, Mi ,TN,/N,, 8 Hi, N,N ot 
则 称 子 模 塔 T, 与 T, 是 等 价 的 。 此 中 1 ，i，…，i 是 1，2， 
…，7 的 一 个 适当 的 排列 。 
显然 ， 等 价 的 两 个 子 模 塔 必 有 相同 的 高 。 
定义 4 设 为 R 一 模 ，M 的 两 个 子 模 塔 
T: M=M.OM OMI OM,IOM, ={0}, 
S:M=N.ON: ONsD:…ON ON ={0 }, 
如 果子 模 塔 7 中 的 子 模 都 在 子 模 塔 3 中 出 现 ， 则 称 是 T 的 加 细 ， 
下 面 通过 一 些 例 子 来 具体 的 熟悉 上 面 的 概念 
例 5 令 MM=Z。， 做 为 Z 一 模 , N= {0，3), P= {0,2， 
4{， 于 是 
T: MION2{0) S$: MOPI{O0}. 
是 M 的 两 个 子 模 塔 ， 高 都 等 于 2 。 它 们 的 商 序列 分 别 是 


M/N, N/{0} 与 M/P, P/{0), 


把 7 的 商 序列 MAN，N/{0} 调 正 一 下 顺序 ，N/ {0},M/N， 


则 有 
N/{o}~M/P, MNeP/{0}. 
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从 而 ， Ze 的 这 两 个 子 模 塔 是 等 价 的 。 并 且 容 易 知 道 ， 了 与 5 都 
是 Jerdan 一 He6lder 塔 。 
例 6 令 M =Z， 看 做 Z 一 模 。 于 是 
TsZ>22?2{10h， 
7 ZD22)>24>2{10j， 
Te:Z2D2?2(422(8?>2{10)}， 
都 是 Z 的 子 模 塔 ， 而且 Ts 是 Ts, 的 加 细 ，Ts 是 T, 的 加 细 ， 容 易 看 
出 ，Tl，T,，，Ts 都 不 是 Jordan 一 H5lder 塔 , 其实 ，Z 根 本 不 存 
在 Jordan 一 H6lder 塔 ， 这 是 因为 ,对 Z 的 任 一 非 零 子 模 N， 必 有 
子 模 NM ， 使 NN' 二 {0}。 由 此 便 可 断言 ，Z 没 有 Jordan 一 
Holaer 塔 。 
例 7 ” 考 典 域 F 上 的 维 线性 空间 了。 任 取 了 的 一 个 基 ci， 
Ce 于 是 ，V 有 子 模 塔 
TV=(e, e2 ,E17ILer, ce，…，ca-1) 口 … 了 了 
《el，ea 《el)D2710)， 
容易 看 出 7 是 一 个 Jordan 一 H6ldcr 塔 ， 且 有 用 T)》=n=dimV。 
如 果 取 无 限 维 空间 =FCx] ={ao +a1x+"+anx"|as EF}, 
于 是 了 有 子 模 塔 
下 VO, x XI x ID 
C1, +o 41)I{0}, 
Tt, X2, CD fon FE DDN x 
oO{0} 
都 是 7 的 子 模 塔 ， 容 易 看 出 ， 二 者 都 不 是 Jordan 一 H5lder 塔 。 
并 且 不 难 指出 ， 模 了 = 了 FCx] 不 存在 Jordan 一 H6lder 塔 (怎么 解 
释 ? ) 
例 8 设 M 为 任 一 R 一 模 。 那 么 子 模 塔 
7 :M=MDM:DMD…DM.DMi ={0} 
是 Jordan 一 Helder 塔 专访 半 ;，Mi+i 在 Mi; 中 看 ， 是 Mi 的 极 大 
子 模 ， 即 不 存在 M; 的 子 模 〈 当 然 也 是 必 的 子 模 ) NN, 使 M:N 
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两 中 也 
9 


BMir, 
事实 上 “由 子 模 的 对 应 定理 (8 5 定理 3) ,适合 关系 从 ， 
NM i414 的 子 模 N 与 商 模 放 ,/M144 的 子 措 是 一 一 对 应 的 。 这 
样 ， MAMiy :是 单 模 所 >Mi/Mi+1 没有 非 平 凡 的 子 模 所 > 在 
到 与 Miyi 之 间 没 有 异 于 Mi ， 对 ii: 的 子 模 。 故 而 ， 子 模 塔 工 是 
Jordan 一 H5lder 塔 所 >Miyi 在 MI 中 看 是 极 大 子 模 。 
显然 ， 模 M 的 任 一 Jordan 一 Holder 塔 T 不 能 再 加 细 为 不 同 于 
7 的 子 模 塔 。 换 名 话说 ， 模 中 的 Jordan 一 H6l1der 塔 任意 加 细 得 到 
的 子 模 塔 还 是 原来 的 子 模 塔 。 
定理 4 《Schreier 加 细 定 理 〉 设 MM 为 R 一 模 ，T，，T， 是 玉 的 
两 个 子 模 塔 
Ti M=M. OMIM I EOMIOM, ={0}, 
Ts M=MIOMDM I EOMS OMsir ={0}, 
那么 可 以 把 7 加 细 成 子 模 塔 9， 把 了 z 加 细 成 子 模 塔 9S:， 使 得 S! 
与 S: 等 价 。 
证 ”我们 用 第 三 同 构 定 再， 即 Zassenhous 引 理 ， 来 证 明 这 
个 加 细 和 定理 。 
对 任 一 了 =1，2，…，7， 令 
Misis1=Mirit MINMI), j=1, 2, %**, s, s+1, 
对 任 一 ?=1，2，…，s, 令 
Misirt =Miri + MINM), i=1, 2, **, 7, ?+1, 
特别 地 ， 有 
Mirisi = Msi + MNM) = Mats + (MNM) 
=Mirvi + M; =M,;, 
Mirisoti = Meir + (MiNM iD =Mirs + (MN{ 0}) 
=Mirit+{0}=Mir 
不 失 一 般 性 ， 可 以 认为 <r。 这 时 ， 对 上 =s +2，…， 7 规定 ， 
Mirish =Miri, stl, 


这 样 ， 得 到 如 下 的 两 个 子 模 序列 ， 
人 


Ti M3 IM, = Myr, 2 FM ,ert = 
=Miviseer 3M S(O0}, 

Tat MB DM Mv 2 Mr 
=Mirirtr = Mr DO{0}. 


考察 T1、7, 中 相 邻 的 两 个 子 模 : 
Miri,i=Mirrt+ (MiNMI) 与 
Misissiti =Mir + MiNMi) ， 
Miti,i= 届 i44+ (MiMi) 与 
Mirisir1 =Mir + CM NM ), 
由 Zassenhous 引 理 ， 则 有 
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由 此 可 知 ， 在 子 模 序列 了 :与 Ts 中 ,对 重复 出 现 的 相同 子 模 只 留 
下 一 个 ， 这 样 得 到 的 两 个 子 模 序列 S: 与 S: 分 别 是 在 7 与 T。 基础 
上 上 加 细 而 成 的 子 模 塔 ， 并 且 S: 与 S: 是 等 价 的 .是 

定理 5 (Jordan 一 H6lder 定理 ) R 一 模 丰 的 任 二 Tordcn 一 
及 61dcr 塔 

TI: M=M.OM3 OMIIO IOMOM, ={0}, 

Ta M=Mi OM3IOMs I IOM EM, ={0}, 
是 等 价 的 。 特 别 地 ，r =s 即 人 的 任 二 Jordan 一 Holder 塔 的 高 相 
间 。 . 

证 由 Schreier 加 细 定 理 ， 可 以 把 T,,， Ts 加 细 成 子 模 塔 
S1 与 9:， 使 $1 与 5: 等 价 ,但 是 71，7T: 都 是 Jordan 一 H6lder 塔 ， 
而 Jordan 一 H6lder 塔 的 任意 加 细 得 到 的 子 模 塔 必定 还 是 原来 的 
塔 ， 这 样 ，S; 就 是 T，,，5S;: 就 是 T，。 亦 即 T, 与 7: 是 等 价 的 。 由 此 
自然 有 7=s。 是 

定义 5 如 果 R 一 模 用 有 高 为 7 的 Jordan 一 Hlder 塔 ， 则 称 
及 为 有 限 高 的 。7 叫做 模 用 的 高 ， 记 作 从 MD) =r。 为 了 方便 ， 堆 
模 算 做 有 限 高 的 ， 并 约定 其 高 为 0 。 
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命题 1 如 果 R 一 异 M 是 有 限 高 的 那么 M 的 任 一 子 模 塔 T 均 可 
加 细 成 为 Jordan 一 H6ldaer 塔 ， 从 而 h(T)<hCM)。 并 上 且 h(T) 
=h(M) <=>T 本 身 就 是 Jordan 一 Ho6lder 塔 。 
证 任 取 MM 的 一 个 Jordan 一 Holder 塔 
Ts:M=M OM EOM IOMs I IOM,IOM,, ={0}. 
令 
S:M=N,ON2 ONs3D% ON ION, ={0} 
为 M 的 任 一 子 模 塔 ， 于 是 ，S 可 加 细 或 一 个 子 模 塔 9 ， 使 8 与 了 等 
价 。 而 与 Jordan 一 Holder 塔 等 价 的 子 模 塔 自然 也 是 Jordan 一 
Halder 塔 , 所 以 ，S' 是 Jordan 一 Ho6lder 塔 ， 并 且 1S)<AUS’) 
=7。 即 hS)<h(M) 。 最后， 如 果 h(S)=h( M)， 这 说 明子 模 
塔 3 不 须要 再 加 细 访 已 经 是 Jordan 一 Holder 塔 了 。 从 而 ,，5S 是 
Jordan 一 Holder 塔 <>h(S)= 有 CM). 目 
命题 2 如 果 R 一 模 必 是 有 限 高 的 ， 那 么 M 的 任 一 子 模 入 也 是 
有 限 高 的 ， 且 XN)<hCM)。 进而 hCN) =hM)<>N =M。 
证 对 于 MM 的 任 一 非 平凡 子 模 N, 则 有 子 模 塔 MN 二 { 0 }。 
于 是 ， 把 这 个 子 模 塔 如 细 成 一 个 Jordan 一 H5lder 塔 : 
M =MiD…DNDNID…DN,>2{10}， 
导 到 子 模 NN 的 一 个 7ordan 一 Tolder 塔 。 
NION.IO.…ON ,2{0}. 
况 明 子 模 入 是 有 限 高 的 ， 而且 AN)<hM)。 同时 可 以 看 
出 ， 当 六 是 到 的 真子 模 时 ， 愉 DDN， 必 有 HKND)<HKHM)。 所 以 ， 
A(N)=1(M)<=>N =11. 是 
命题 3 设 V 是 域 也 上 的 线性 空间 。 那 么 ， 做 为 一 模 ，V 是 
有 限 高 的 所 >7 是 有 限 维 空间 ， 且 dim = 和 (V)。 
证 如 果 有 是 有 限 维 空间 ，dimy =n。 令 e1，c2，…，es 是 了 
的 一 个 基底 。 于 是 有 子 异 塔 
TV=ViDler, es ry, Ca-1)I Le, 2, 7 C0-2) DO 
Le1) 二 {0}。 容易 指出 ，T 是 一 个 Jordan 一 He6lder 塔 ， 且 
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CT) =n。 这 就 是 说 ,VV 是 有 限 高 的 ,县 hCV) n=dimy。 


反之 ， 如 果 V 是 有 限 高 的 ，hC(V) =n。 那 么 ,7 中 不 会 有 多 于 
n 个 的 线性 无 关 向 量 ， 不 然 , 7 将 有 高 于 1 的 子 模 塔 存在 ， 这 是 
不 可 能 和 的。 从 而 V 必 是 有 限 维 空间 ， 而 且 它 的 维 数 不 能 小 于 1， 
因为 不 然 ，V 的 高 将 低 于 xn。 这 样 ，7 是 有 限 维 空间 ， 且 dimy = 
AV), 目 


习 题 


1。 证 明 ，R 一 模 M 是 单 的 志 >hM)= 1 
2。 设 R 一 模 M 是 有 限 高 的 。 证明， 对 于 MM 的 任 一 -了 模 N, 
都 有 一 个 Jordan 一 Holder 塔 
T:M=MDM:DM:D…2DM.D2M,={0h}， 
使 六 是 7 中 的 一 项 ， 即 有 k， 使 Ms=NN 
3。 设 必 是 有 限 高 的 R 一 模 。 证 明 ，M 的 每 一 个 子 模 及 商 


- 模 M/N 也 都 是 有 限 高 的 ， 并 且 


ACN) + hCMIN) =h(M), 
从 而 得 出 ，N =M<>hN) = 有 OM)。 
4。 设 MM，N 都 是 R 一 模 ， 其 中 MM 是 有 限 高 的 ， 证 明 ， 如 果 
0 1 M 一 >N 是 R 一 同 态 ， 那 么 ，Imo 及 kero 都 是 有 限 高 的 ， 并且 
hCkero) + hIng) =hCM), . 
5。 设 MM 是 有 限 高 的 R 一 模 。4，8B 为 M 的 任 二 子 模 。 证 明 ， 
(1) HK4+B)+HM4nB)=H4)+HB)， 


(2) hM/A+B)+hRCM/ANB) = RM/A) + HM/B). 


6。 设 作为 有 限 高 的 R 一 模 。 证 明 ， 对 于 对 的 任 一 R 一 自 同 
态 o， 都 有 


0 是 单间 态 扣 >0 是 满 同 态 。 
7。 设 Mi，M:，…，M。 都 是 有 限 高 的 R 一 模 。 证 明 : 如 果 
存在 一 个 正 合 列 ， 


o o On 
0O—>M—S MS > MM > 0， 


那么 CC-D'hM,)= 0. 


rol 


8。 本 节 定 理 3 的 逆 是 否 成 立 ? 即 ， 如 果 自 同 态 环 EndrM 是 
除 环 ， 是 否 R 一 模 M 一 定 是 单 模 ? 
9。 设 R 一 模 M，N 都 是 有 限 高 的 。 证 明 , 如 果 存 在 R 一 同 态 
03 M 一 >N， 那 么 存在 Jordan 一 Holder 塔 , 
M=MIOMIMs OOMEOM,, =1{0}, 
N=N.ON:ONs OON. ON =10}, 
其 中 必 有 某 个 i 与 i， 使 得 
MfM rN, [Nn 


10。 利 用 Jordan 一 H6lder 定理 ， 证 明 算术 基本 定理 ， 每 一 
个 大 于 1 的 正 整 数 m 都 可 写成 素数 的 积 : m =pip2…p,，pi(i=1, 
2 ，*…，5) 均 为 素数 ， 并 且 在 不 计 顺 序 的 情况 下 ， 这 种 写法 是 唯 
一 的 。 
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$7 链条 件 


上 一 节 讨论 了 模 M 的 子 模 塔 的 一 些 基本 性 质 。 特 别 是 ， 在 模 
以 存在 Jordan 一 H6lder 塔 的 前 担 下 ， 得 出 有 限 高 模 的 若干 重要 
性 质 。 这 些 性 质 对 特殊 的 模 一 域 忆 上 的 有 限 维 线性 空间 来 说 ， 
模 的 高 和 空间 的 维 数 是 完全 一 致 的 。 然 而 到 目前 为 止 ， 除了 域 
上 的 有 限 维 线性 空间 这 种 极其 特殊 的 模 之 外 ， 对 一 般 的 R 一 模 必 
是 否 存 在 Jordan 一 H6lder 塔 ， 或 者 说 M 是 否 有 限 高 的 ， 还 没有 
什么 标准 予以 判断 。 为 此 ， 本 节 就 来 讨论 这 个 问题 ， 给 出 R 一 模 
M 是 有 限 高 的 充分 必要 条 件 。 
升 链 条 件 ” 设 MM 为 R 一 模 。 如 果 不 存 在 无 限 的 、 真 升 的 子 模 
序列 ， 
MICM:CM:C…CMC…， 
其 中 1 , 均 为 M 的 子 模 ， 则 称 模 M 满 足 子 模 的 升 链条 件 。 
换 句 话 说， 对 模 愉 的 子 模 的 任意 一 个 递 升序 列 ， 
MEMiEM SE" EM ESE, - 
必 存 在 k， 使 得 Ms =Misl =…， 就 说 模 有 满足 子 模 的 升 链条 
件 。 - 
降 链条 件 ” 设 M 为 R 一 模 。 如 果 不 存 在 无 限 的 、 真 降 的 子 模 
序列 ， 
MOM: EMI OM DOD, 
其 中 M, 均 为 M 的 子 模 ， 则 称 模 M 满 足 子 模 的 降 链条 件 。 
换 句 话说， 对 模 M 的 子 模 的 任意 一 个 递 降序 列 ， 
M2M:2M:2… M2 
必 存 在 k， 使 得 MM =Ms4i =…， 就 说 模 M 满足 子 模 的 降 链 条 
件 。 
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满足 升 链条 件 的 模 叫 化 诺 特 〈 Noeiher ) 模 。 满 足 降 链条 件 
的 模 叫 做 阿 丁 《4rtin》 模 ， 
各 上 上 述 两 个 链条 件 密切 相关 的 ， 还 有 所 谓 的 关于 子 模 的 极 关 
条 件 和 极 小 条 件 、 
极 大 条 件 ” 设 1 为 R 一 模 。3 为 女 之 子 簧 的 任 一 非 空 集 台 ， 那 
么 S 中 必 有 子 模 N， 使 得 5 中 的 任何 子 模 P， 如 果 P 忆 NN 则 N = P， 
这 样 ， 则 称 必 满足 子 模 的 极 大 条 件 、。 上 述 之 子 模 N 岂 做 5 中 的 一 
个 极 大 子 模 。 
换 句 话说， 放 之 子 模 的 任 一 非 空 集合 5 中 必 有 子 模 N， 使 5 中 
不 存在 真 包含 这 个 子 模 N 的 子 模 P， 这 时 就 说 模 M 满足 子 模 的 极 
大 条 件 。 
极 小 条 件 ” 设 1 为 R 一 模 。S 为 M 之 子 模 的 任 一 非 空 集合 ， 那 
么 8 中 必 有 子 模 N， 使 得 S 中 的 任何 子 模 P， 如 果 PSEN， 则 P=N， 
这 样 ， 则 称 模 1 满 足 子 模 的 极 小 条 件 。 上 述 之 子 模 N 电 做 S 中 的 
一 个 极 小 子 模 。 
换 名 话说 ，M 之 子 模 的 任 一 非 空 集合 5 中 必 有 子 模 N， 使 5 中 
不 存在 真 含 于 这 个 子 模 和 的 子 模 P， 这 时 就 说 模 满 足 于 党 的 极 
小 条 件 。 
例 1 设 7 是 域 F 上 的 线性 空间 。 那 么 下 列 条 件 是 等 价 的 ， 
(1) 7 是 有 限 维 空间 ， 
〈2 ) 了 满足 子 空间 的 升 链条 件 和 降 链条 件 ， 
〈3 ) 了 满足 子 空间 的 极 大 条 件 和 极 小 条 件 。 
证 〈1)< 拓 >(2) ， 首 先 ，(1) 一 >>(2) 是 明显 的 。 其 次 ， 用 
反 证 法 可 得 (2)==>(1)。 事实 上 ， 如 果 V 是 无 限 维 空间 ， 那 么 在 
7 中 存在 一 组 向 量 ， 
人 

其 中 任意 有 限 个 向 量 都 是 线性 无 关 的 ， 于 是 有 子 空间 的 两 个 链 ， 
eCbe, 612 CChey, ce， ,61 
ei, f2, re en >》 二 (ce €3. SS ¢ 9 二 … 和 全 
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前 者 是 一 个 元 限 的 真 天 的 于 空间 链 ， 后 者 是 无 限 的 真 降 的 子 
空间 链 ， 这 样 ,，7 不 满足 子 空间 的 升 链条 件 ， 也 不 满足 子 空间 的 
降 链 条 件 。 故 得 (1)<>(2)。 

再 证 (1)<>(3) 首先 ， 〈1) 一 >(3) 也 是 显然 的 。 其 次 ， 
用 反 证 法 ， 把 上 面 两 个 链 的 子 空间 分 别 做 成 两 个 子 空间 的 集合 
51 与 9。 明显 可 见 ，5,1 中 没有 极 大 子 空间 ，S: 中 没有 极 小 子 空 
间 。 从 而 了 既 不 满足 极 大 条 件 ， 也 不 满足 极 小 条 件 。 即 有 (3) 
一 >(1) 成 立 。 

例 2 令 M =Z， 做 为 Z 一 模 ， 那 么 M 满 足 子 模 的 升 链条 件 ， 
但 不 满足 降 链 条 件 ， 即 M 是 诺 特 模 ， 但 不 是 阿 丁 模 ， 同 时 不 难 指 
出 ， 必 满足 子 模 的 极 大 条 件 ， 但 不 满足 极 小 条 件 。 

例 3 六 为 取 定 的 素数 ， 令 


MM={ 各 -|mez,， 上 为 任意 非 负 骆 数 }- 


易 知 MM 是 一 个 加 法 车， 从 而 MM 可 看 成 Z 一 模 。 于 是 必 有 一 个 无 
限 的 ， 真 升 的 子 模 链 : 


zcz(3 1 )= z(- 汪 )ccz (去 )=z( pi k=: 


其 中 Z( 二 ) 玫 示 由 Z 和 -生成 的 子 模 ; Z( 圳 ) = 《Z, 坪 》 


这 样 ， 必 不 满足 子 模 的 升 链条 件 ， 即 人 不 是 诺 特 模 。: 又 因为 ZS 
M， 所 以 M 也 不 满足 子 模 的 降 链条 件 ， 即 M 也 不 是 阿 丁 模 。 

例 4 为 了 得 到 一 个 阿 丁 模 NM， 但 必 不 是 诺 特 模 的 具体 例 
子 ， 我 们 进一步 考察 例 3 中 的 Z 一 模 人 MM， 


首先 指出 ， Zz (机 ) 是 模 2 的 在 z 之 上 的 全 部 直子 (k=0, 


1，2 ，…)。 为 此 ， 令 NN 是 M 的 在 Z 之 上 的 任 一 真子 模 。 于是; 
必 存 在 人 使 
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z( 去 )sw， 但 z( 二 二 一) 至 N-。 


则 必 有 N=Z( 汉 令 a€EN, aor mb) = 
1>1。 从 而 
一 > 有 = 力 -!1a = pe EN,. 人 Ssp+tm=1, 
> bt > pi EN 
一 > Zz(- 直 )=N. 这 个 质 表 定 了 N=z( 去) 


这 样 ， 对 商 模 M/Z 来 说 ， 由 子 模 的 对 应 定理 ， 下 列子 模 ， 
z/z={0}cz( 十 )/zcz( 去 二)/ zc :cz (二 1)/zc. 


恰 是 商 模 MK/Z 的 全 部 子 模 ， 由 此 可 见 ，M/Z 是 阿 丁 模 ， 但 不 是 
诺 特 模 。 

例 5 任 一 有 限 加 法 群 M， 做 为 Z 一 模 是 诺 特 模 ， 也 是 阿 本 
模 。 

下 面 给 出 链条 件 的 一 些 基本 性 质 。 

命题 1 设 M 为 R 一 模 。 那 么 

C1) M 满 足 子 模 的 升 链条 件 <>M 满 足 子 模 的 极 大 条 件 。 

C2) M 满 足 子 模 的 降 链条 件 志 >> 必 满足 子 模 的 极 小 条 件 。 

证 先 证 (1) 成 立 。 如果 MM 满足 升 链条 件 ， 令 S 是 用 之子 
模 的 任 一 非 空 集合 。 于 是 可 以 任 取 M: € S， 车 放 ,不 是 5 中 的 极 大 
子 模 ， 则 有 子 模 必 : ES5, 使 MM，CM2。 著 M， 也 不 是 5 中 的 极 
大 子 模 ， 则 有 Ms。ES， 使 XiCMs:CMs:， 由 于 1 满足 子 模 的 升 链 
条 件 ， 上 边 的 做 法 不 可 能 无 限 的 进行 下 去 。 这 样 ， 当 进行 到 某 一 
步 时 〈 比 如 是 第 ? 步 ) ， 必 有 子 模 M。ES， 使 得 8 中 再 没有 真 包 
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含 M ,的 子 模 。 即 5 中 有 极 大 子 模 ，MM 满 足 子 模 的 极 大 条 件 。 反 
之 ， 如 果 M 满 足 子 模 的 极 大 条 件 ， 那 么 M 一 定 不 会 有 子 模 的 无 
限 ， 真 升 的 序列 。 不 然 ， 这 样 一 个 序列 中 的 子 模 做 成 的 子 模 集合 
3 将 没有 极 大 元 素 。 故 而 M 满 足 子 模 的 升 链条 件 。 
(2 ) 的 证 明 与 〈1)》 完全 类 似 ， 故 而 略 去 。 量 
命题 如 果 R 一 模 M 满 足 升降 ) 链条 件 ， 那 么 M 的 任 一 子 
模 及 商 模 也 都 满足 升 〈 降 ) 链条 件 。 
证 对 MM 的 任 一 子 模 N 来 说 ，NN 的 子 模 自 然 也 是 1 的 子 模 。 
从 而 ， 当 满足 升 ( 降 ) 链 条件 时 ， 子 模 N 必 自然 的 满足 升 ( 降 ) 
链条 件 。 
而 对 商 模 M/N 来 说 ， 通 过 自然 R 一 同 态 映 射 7，M 必 M/N 来 
看 ，M/N 的 子 模 与 M 的 在 N 之 上 的 子 模 是 一 一 对 应 的 ， 并 且 保 持 
包含 关系 不 变 。 从 此 便 可 明显 看 出 ， 当 MM 满足 子 模 的 升降 》 链 
条 件 时 ， 商 模 M/N 也 满足 子 模 的 升 《 降 ) 链 条件 。 目 
命题 3” 设 MM 为 R 一 模 。 如 果 必 有 某 一 个 子 模 N， 使 N 及 M/N 
同时 满足 子 模 的 升 ( 降 ) 链 条 件 。 那 么 模 M 也 满足 子 模 的 升 〈 降 ) 
链条 件 。 
证 ”由 于 关于 降 链 的 情形 与 升 链 的 情形 是 完全 类 似 的 。 所 以 
我 们 只 对 升 链 的 情形 给 出 证 明 。 
设 MiSEM2:EMsSE…SEMS… 
是 模 M 的 任意 一 个 子 模 的 升 链 。 去 证 存在 1， 使 
Mi=Miei=…。 
由 M 的 这 个 子 模 升 链 ， 相 应 的 得 出 以 下 两 个 升 链 ， 
MinNEM:nNESE…EM-NES…。 
nM EMM En Ms)SE. EMM.,)SE…, 
其 中 4 是 M 到 M/N 的 自然 同 态 。 
因为 N 与 M/N 都 满足 子 模 的 升 链条 件 ， 于 是 
存在 ,使 得 M,N= M,N=…， 
存在 m， 使 得 nCMs) = nCMat1)=*…。 
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令 1 为 z 六 中 的 较 大 的 一 个 ， 则 在 
M,NN=MANN= 人 有 = 信用 = 
此 时 有 用 SM141S…。 考 虑 对 任意 一 个 1 之 1， 如 果 aEM，， 由 
MXM,)=NMD， 则 有 BEM 使 a+N=B+N。 从 而 a-BE 
入 ,又 因为 BE 及 ,SM,， 所 以 a 一 BEM,。 这 样 ,，a~-BEMNN 
=MINNSM1， 即 有 &Q@-BEMI, a€E Mi。 由 此 可 知 六 ,全 ,， 
即 有 M, = M;， 故 而 得 出 ， 
M,=Miri= 
亦 即 模 攻 满足 子 模 的 升 链条 件 。 电 
命题 4 设 及 为 R 一 模 ， 改 = M+ 及 :，M1《i=1，2) 是 的 
子 模 。 那么， 如 果 必 !:， 攻 :都 满足 子 模 的 升 〈 降 ) 链 条件 ， 则 作 
也 满足 子 模 的 升 〈 降 ) 链条 件 。 
证 由 第 二 同 构 定 理 ， 可 得 ， 
M/Ms= (M+ M3) [MM NM:, 
因为 M 满足 升 ( 降 ) 链 条件 ， 从 而 它 的 商 模 M, /2 ni， 也 满 足 
升 ( 降 ) 链 条 件 。 于 是 ，M/M :也 就 满足 升降) 链条 件 。 这 样 ， 
子 模 M :与 商 模 M/M :同时 泪 足 升 〈 降 ) 链条 件 。 因 此 ， 开 满足 
升 〈 降 ) 链条 件 。 罩 
-- 个 有 恒 等 元 素 的 环 R 自然 可 以 看 成 及 上 的 左 〈 右 ) 模 。 如 
果 环 R 做 为 左 〈 右 ) 有 R 一 模 是 诺 特 〈 阿 丁 )》 模 时 ， 则 称 环 R 是 左 
( 右 ) 诺 特 〈 阿 丁 ) 环 。 
命题 5 设 R 为 有 恒 等 元 素 的 环 。 如 果 R 是 诺 特 〈 阿 丁 ) 环 ， 
那么 R 上 的 有 限 生成 模 是 诺 特 ( 阿 丁 〉 模 。 
证 设 是 R 上 的 有 限 生成 模 ， 任 取 M 的 一 组 生成 元 素 ci， 
CQ2 9 Cne 则 有 
M= Ral+Ras + + Ra,. 
对 这 里 的 每 一 个 循环 模 RaiCi=1，2，…. 1)， 都 有 
R~Ra,, 
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于 是 ， 如 果 环 R 做 为 模 是 诺 特 ( 阿 丁 ) 模 ， 那 么 它 的 同 态 象 Ra， 
《i=1，2，…，7 ) 就 也 是 诺 特 ( 阿 丁 ) 模 。 从 而 ， 根 据 命题 4 ， 
即 得 横 M 是 诺 特 〈 阿 丁 ) 模 。 目 
推论 ” 设 R 为 除 环 .那么 R 上 的 有 限 生成 模 M 是 诺 特 模 ， 同 
时 也 是 阿 丁 模 。 
事实 上 对 除 环 R 来 说 ， 没 有 非 平凡 的 左 、 右 理想 。 因 此 ， 
除 环 R 当 然 是 诺 特 环 ， 同 时 也 是 阿 丁 环 .因此 ， 除 环 上 的 有 限 
生成 模 M 既 是 诺 特 模 又 是 阿 丁 模 。 量 
定理 一 模 玫 是 有 限 高 的 所 >M 同时 满足 子 模 的 升 链条 件 
和 降 链 条 件 。 
证 ”如果 MM 是 有 限 高 的 ，h(M)=n。 考虑 M 的 非 平凡 子 模 的 
真 降 的 链 : 
NON:D.…ON,. 
从 而 相应 的 有 一 个 子 模 塔 
T: MONIION:IO…DON .IE{0}, ; 
其 高 KT)=r+1， 于 是 ， 由 386 命题 1，7+1<hM)=n。 这 
就 是 说 ， 各 MM 的 任 一 非 平凡 子 模 的 真 降 ( 升 ) 链 中 子 模 的 个 数 必 
都 小 于 M 的 高 。 由 此 便 可 肯定 , 模 M 不 能 有 子 模 的 无 限 真 降 ( 升 ) 
链 ， 即 ， 民 满足 子 模 的 降 链条 件 ， 也 满足 子 模 的 升 链条 件 。 
其 次 , .如果 模 MM 满 足 子 模 升 链条 件 ， 也 满足 子 模 的 降 链 条 
件 。 若 M= { 0}， 当 然 是 有 限 高 的 。 车 MM 关 {0}， 令 M= 放 1。 于 
是 ， 由 升 链条 件 ， 在 M 的 真子 模 中 必 有 极 大 的 任 取 其 一 ， 设 为 
及:。 如 果 M, 了 {0 }。 同 理 , 在 必 的 真子 模 中 必 有 极 大 的 ， 任 取 
其 一 ， 设 为 Ms， 但 是 ， 因 为 MK 满足 子 模 的 降 链条 件 ， 这 种 做 法 
不 能 无 限 的 进行 下 去 。 于 是 ， 得 到 一 个 由 有 限 个 子 模 组 成 的 真 降 
链 。 
了 : M= 1 二 厅 : 一 MD 了 … 二 性 ,一 玉 = {0}, 
其 中 Mi+: 是 M, 的 极 大 子 模 ，i= 1，2，…，zm。 这 样 ，T 恰 是 太 
的 一 个 Jordan 一 H6lder 塔 ， 即 M 是 有 限 高 的 ， 旦 hCM)=n。 时 
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可 以 认为 ， 模 对 是 有 限 高 的 这 种 性 质 是 线性 空间 的 有 限 维 这 
种 特殊 性 质 的 一 种 推广 。 我们 在 以 上 两 节 里 ， 讨 论 了 与 有 限 高 的 
模 有 关 的 一 些 基本 性 质 。 回 过 头 来 把 这 些 性 质 和 有 限 维 线性 空间 
的 性 质 做 些 对 比 是 有 益 的 。 


习 题 


1。 证 明 : 一 模 M 是 诺 特 模 <>>M 是 有 限 生 成 模 。 

2。 设 R 为 有 恒 等 元 素 ， 没 有 零 因 子 的 交换 环 。 证 明 ， 环 尺 
看 做 R 上 的 模 是 诺 特 模 < 拓 >R 是 主 理想 环 。 

3。 设 R 一 模 M，N 都 是 诺 特 模 ，P 为 任 一 R 一 模 ， 使 得 

0—>M—>P—>N—>0 

是 短 正 合 列 。 证 明 ，P 的 每 一 子 模 是 诺 特 模 。 

4。 把 多 项 式 环 QCx) 看 成 QCx] 一 模 履 。 证 明 ，M 没 有 Jordan 
一 H5lder 塔 ， 但 M 的 每 一 个 真 商 模 〈 即 由 非 平凡 子 模 确 定 的 商 
模 ) 都 有 Jordan 一 H6lder 塔 。 


5。 令 少 为 取 定 的 素数 ,C= {xEC]x?，=1， 对 某 一 个 = 
0 ，1 ,2 ,…}。 证 明 。 把 C。 看 成 Z 一 模 时 ， 它 是 阿 丁 模 ， 但 不 
是 诺 特 模 。 由 

6。 设 o 是 R 一 模 M 的 一 个 自 同 态 。 证 明 ， 

(1》 车 必 是 诺 特 模 ， 那 么 ，o 是 满 同 态 < 之 o 是 自 同 构 。 

(2) 若 M 是 阿 丁 模 ， 那 么 ，o 是 单 同 态 气 >o 是 自 同 构 。 

7。 令 是 域 F 上 的 线性 空间 。 已 知 对 7 的 任 一 线性 变换 o， 
按 

f(Wa=f(0)(a) 

定义 FC 和 2 与 7 到 的 信 数 乘法 ， 使 7 做 成 一 元 多 项 式 环 FCMJ 上 的 
模 。 设 V 是 在 F 上 有 可 数 基 {a!，a:，…} 的 无 限 维 空间 ,证 明 ， 
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(1) 车 线性 变换 wo， 使 得 


oOCai)=0，a(Cairi)=aii=1，2，… 


那么 FC 和 J 一 模 V 是 阿 丁 模 。 
(2) 若 取 线性 变换 +r， 使 得 
Tai)=0r i=1, 2, 


那么 FC 和 J 一 模 V 是 诺 特 模 。 


. 


88 直 和 


本 节 讨 论 ， 从 给 定 的 #2 个 R 一 模 履 :， 有 2，…， 履 ,做 出 一 个 
& 一 模 M 的 一 般 方 法 。 同 时 ， 这 也 是 把 一 个 模 必 的 结构 的 研究 归 
辣 为 去 研究 另外 一 些 比较 简单 的 模 的 结构 的 一 种 方法 。 
设 M，M: ，…，M 都 是 R 一 模 。 
首先 做 积 集合 M = 及, x Mi x…x 开 .。 即 
={ 人 xz， xp Xo) Ix EM,}, 
此 处 ， 对 及 中 的 任 二 元 于 a= 《xi, Xx:，…， X41), B=(y1, y:， 
ys)， 都 有 
Q=B<Px1 =y, X=y2, 7 n= Yn 
其 次 ， 在 M 上 规定 加 法 如 下 ， 
XK1s Kas es Xa tH Ys os Vn) 
= (XtYis Xs ty 1 Xat Yn) 。 
， 容 易 验 证 {M+} 做 成 了 一 个 加 法 群 。 其 中 元 素 0 = (0， 
0 ，…，0) 是 {M+} 的 零 元 素 ， 并 且 
一 (Xi，Xa，…，Xe)=(-2， 一 X2，…， 一 Yan)。 
进而 规定 环 R 与 加 群 M 到 改 里 的 左 倍 数 乘法 如 下 : 
K(x, Kes os Xa)=(kXi，kxz，…，kxe)。 
闻 样 不 难 指出 ， 加 法 群 MM 关 于 这 样 规定 的 左 倍数 乘法 做 成 了 环 玉 
上 的 模 , 我 们 把 如 此 得 到 的 R 一 模 必 叫做 是 性, 和:，…, 必 ,的 (外 )》 
直 和 , 记 作 M=M,@M,@®…@8M,, 或 M= Mi Ms-… + 和 
例 1 数 域 F 上 的 1 元 行 空间 FF ={(xi, x2,，… ,zx)| 
*, EP} 是 4 个 相同 的 模 F 的 《外 ) 直 和 ， 即 有 
F'" =FOFO.…OF. 
例 2 令 Mi=Zs={0, 1}, Ms=Zs= 10，1，2). 于 


a 


是 ， 有 (外 ) 直 和 M = 乙 : 提 Z:， 即 
M={(0, 0), (C0. 7), (0, 3), (1T, 0), 
Cll hs CH 2 
例 3 令 Z 一 措 红 =Zo={0， 工 ，2，3，4，5}, 取 必 的 
两 个 子 模 放 ,= {0， 引 )， 以:={0，3，4}。 于 是 由 Mi，M: 
做 成 一 个 直 和 M’ = M1,@M,={(x,，y)|jxEM,,，yEM,}。 具体 
的 写 出 M' 的 元 素 ， 即 有 
M’={(0, 0), (0, 2), (0, 4), (3, 0), 
(3, 2), (3, 4)}. 
例 4 令 Z 一 模 M1=Z, Mi=2Z,={0，, 了 ，2 ,nl1}， 
做 直 和 ， 则 有 
M=Z@Z,={(h, PIhEZ, EZ,}. 
设 有 外) 直 和 M = Mi@M :四 …@M,。 我 们 米 分 析 每 一 
个 横 M ,与 直 和 M 的 关系 ， 一 . 般 来 说 ， 不 能 认为 M,SM， 这 由 上 
述 各 例 可 以 明显 地 看 出 来 。 然 而 我 们 可 以 在 直 和 M 中 找到 一 些 子 
模 MiG= 1，2，…，2)， 它 们 与 当初 的 2 个 模 有 着 密切 的 联系 ， 
即 依 次 的 成 同 构 。 
命题 1 设 M= MGM: 四 …@M,. 令 
Mi ={(0，… 0, x,, 0, 1%, 01x,EM), 
1=1, 和 
那么 
(1 ) MM 都 是 人 的 子 模 。 
(2) 在 映射 
人 (Xe | 一 2 
之 下 ，M ,与 M, 是 同 构 的 ， 即 M; 2M，， 
(3) M=M, + M+ + MM,, 
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(4) WN + tM tM te t+ Ms)= {0}. 

证 (1) 与 (2) 都 是 很 明显 的 。 下 面 只 对 (3) 和 (4) 
说 明 如 下 。 

Y¥a= (x1, x2,，…， Xa)EM， 则 有 

Qa=(x1, 0，…， 0)+(0，xz，0，…，0)+… 

+(0，…，0，xn)EMTM + + Ms 

从 而 MEM +M2:+…+M， 所 以 (3) 成 立 。 

因为 Mi +…+M +M NTTM = { 人 2 0， 
xiyiy …)|xziEMi，1 尖 让。 于 是 ， M' 的 元 素 (…，0 ,Xi， 
0 ，…) 也 是 这 个 和 里 的 元 素 当 且 仅 当 xy = 0 。 从 而 说 明 (4) 成 
立 . 时 

定义 ” 设 M 是 R 一 模 ，M:，M:，…，M, 是 M 的 子 模 。 如 果 

(i) M= M+M: + +M,, 

(ii) MNCM + + Mj + Mn + + M,)= {0}, 
1 = 1，2，…，7m。 
则 称 模 M 是 子 模 M:，M:，…， 了 ,的 〈 内 ) 直 和 ， 也 说 模 M 分 解 
成 子 模 M， ，M:，…，M, 的 直 和 。 

关于 模 帮 是 子 借 Mi ，M:，…，M。 的 (内 ) 直 和 的 条 件 (i) 
与 〈ii) 有 时 具体 用 起 来 不 太 方便 。 下 面 给 出 用 元 素来 表述 的 
(内 》 直 和 条 件 。 

命题 2 模 必 是 子 模 Mi，M:，…，M, 的 《内 ) 直 和 < 擂 > 

(i )”M 中 每 一 个 元 素 a 都 可 写成 

C=ai+a2+…+as arEM i=1, 2,*'*, hn。 
(ii) 上述 的 表示 方法 是 唯一 的 ， 即 如 果 
Qa=a1tast+."*+as=PBi+B:+.… +B,, 
cr BEM,, 

必 有 Qt=B, (i=1，2,…, 7) 

证 由 (Gi) 一 >M=Mi+MM;+… + 必 ,， 如 果 有 

a€EM N+ +M +Mir t+…+M， 则 有 
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Ce=0+…+0+ai+0+…+0=cl+…+ar-i+0+ciyi 
+ 0 +…+an 其 中 ej EMj(j=1，2，…,2#)。 于 是 ， 
Qi=0, 2=0, … ca=0 …, 0s=0, 即 z=0 Min 
+…+Mi+Mi+…+Mo)={0}。 从 而 ，M 是 Mi，M:， 
…，Ms 的 〈 内 ) 直 和 。 
其 次 ， 如 果 M 是 子 模 M，M:，…，M 的 (内 ) 直 和 ， 一 > 
(i)' 成 立 。 车 有 c=alr+az+…+as=pBi+B+…+pB， ai 
B',EM,=—>a1 -B=(B: -a2)+' +(Bs -0) > -B= 
即 cy =B1。 同 理 可 得 a: =B:，…，a，,=B,， 即 (ii)’ 成立, 四 
推论 模 M 是 子 模 必 !，Ms，，…，M, 的 《内 〉 直 和 所 六 MM 中 
每 一 个 元 素 均 能 表 成 M:，M:，…，M。 中 元 素 的 和 ， 而 且 零 元 
素 的 表示 法 是 唯一 的 ， 即 
Qtast+*+as=0<>a =0, ar=0, , Qn=0, 
a EMi=1, 2, DD 。 蜂 | 
定理 1 一 模 M 是 子 模 Mi，M，，…，M 的 (内 ) 直 和 志 >M 
同 构 于 模 M1，M;:，…，MM, 的 (外 ) 直 和 , 而 有 Mi 守 M， (i= 
1，2，…，1N)。 
证 ”充分 性 已 如 命题 1 所 述 。 下 面 说 明 必 要 性 成 立 ， 设 模 MM 
是 它 的 ?个子 模 Mi ，M:，…， M0 的 (内 ) 直 和 ， 且 有 ?个 R 一 
模 Mi，M:，…，M。， 使 得 M, 攻 MGi= 1，2，…， 人 四。 于 是 ， 
由 命题 2 ， 则 有 立 cEM， 都 可 唯一 地 写成 
CQ= Oo oilEM。 i=1, 2, “+, 1, 
这 样 ， 令 映射 
Nn:artast tas|—>(n (ear), 28:), i, (9 
= (ol 02，…， Cn) 。 
又 由 命题 2 ， 保 证 了 7 的 合理 性 ， 进而 容易 知道 4 是 人 与 


《外 ) 直 和 MM: 名 … 甸 M, 的 一 个 双 射 。 且 有 
nCay tast tas)+ (Br, Bi, …, Ba)) 


Tc 有 0， 

=(n(ar +B), talest+Ba), *, ras +B')) 

=(a1+B1, os +B2, *…, os+B,) 

=(a1, G2, *", Qa)+ (Bi, Bi, .…, B,) 

=n((ar, 2, ,Gn))+n((Bs, Bi, *…, Be)). 
nklar, oz ons))=n(Cker, kas, **, ka ')) 

= (nkar), nakaz), %, Walken)) 

=(kai, kaz, *, ken)=kCer, G2, 1 4) 

=kn((ar, az, “05)) 


即 ，# 是 一 个 RR 一 同 构 。 记 以 M 之 M1@M:@…@M 是 

以 上 定理 说 明 ， 模 是 模 M1，M，，…，M，, 的 外 直 和 或 是 
它 的 子 模 氏 !，M;，…，M; 的 内 直 和 ， 就 代数 性 质 来 说 是 没有 
本 质 区 串 惫 。 因 此 ， 对 于 直 和 的 说 法 我 们 不 尖 虑 外 和 内 的 差异 
一 律 简称 为 直 和 ， 并 且 都 用 记号 M = M1@Y:@… 旬 Y. 交 示 模 人 
是 一 个 直 和 和 。 

例 5 Z 一 模 M= Zo= {0, 1,，2, 3, 4, 5}. M!= 
{0，3),，Mi={0，2，4} 是 Ze 为 两 个 子 模 ， 而 且 

M= Mi+M:= MOY:, 

如 果 取 Mi=Zs= {0，1}, M:=Zs={0，1，2}， 则 
有 直 和 | | 

M=M.OU:= {0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 


DO CE Ls 2 
于 是 ， 由 届时 M4， 和 : 社 M4。 从 而 有 
MMH, 
此 处 有 
Wt 一 >M 0- 一 >0，3 | 一 > 1 
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54 一 > ttl—>0, 2|—>1, 寺 | 一 >2。 
而 映射 0，M 一 > 三 ， 使 得 
7150| 一 (0，0)， 工 | 一 >( 工 3)， 
2| 一 >(0，I)，3 i—>(1T, 0), 
三 | 一 >(0，2)，5 | 一 ( 工 工 )。 
从 叙述 过 程 中 ,明显 可 知 ， 民 = M'@M' 是 内 直 和 ,而 有 = M1@ 


以 :是 外 直 和 ， 

命题 3 如 果 M = 轩 1@@M: 名 …@M,。 那么 对 任意 的 1 < 
，<<nz 之 <n。 =w， 都 有 
Ni=Mit' +M,,= MD.…OM,, 


Ns= Matt Ms, = MOD OM,,, 


tt Me, = M,, ,+ DDM,.,. 
以 及 
M= NON:®'"…ON,.. 

反之 ， 如果 M=N1@N:8…Ns， 而 且 

N= M1@… OM,,, Na =M,,+1D… BM,,, Tk 
Ni = M,, ,BOOM WA M= MO OM BOM,,, 
© OU,, 0-… OU,,. ,40%…OM,,. 

命题 4 如 果 1N = MBM:, 那么 Mi 之 M/M:，i2 之 MM/M 

以 上 两 个 命题 的 证 明 都 做 为 习题 ， 留 给 读者 去 做 。 

本 节 最 后 讨论 直 和 分 解 式 M= 放 1@@M: 全 … 旬 M4 与 模 M 的 自 
同 态 之 间 的 重要 联系 。 从 而 给 出 用 以 的 自 同 态 来 刻 划 借 履 分 解 成 
为 子 模 的 直 和 的 可 能 性 。 

设 和 = M1@M: 旬 … 旬 M ， 于 是 对 任 一 a€ 以 ， 则 有 
es 75 » 


a=aitast' tas, 0 EM,, 
而 且 这 各 表示 法 是 唯一 鸭 ， 考 虞 以 下 一 组 映射 : 
E11Qa=artast++as|—>al, 


E21Q=Qa1+ar+t +ar |—> a CE 


En1Q=Qa1tQst' rar |i—>a, 

容易 知道 ，E;(i= 1 ，2 ，…，7) 都 是 模 必 的 自 同 态 ， 并 且 

ei(M)=M,, eilu, = ein =0n,s (i=1, 2，…， 
n3 j 到 1) 于 是 可 得 ， 

ei(a)=e,(e(a))=e,(a;)=a;=e8,(a)—>8} = 2,, 

eiei(a)=ei(ei(a))=e(0;)=0, —>ee; = 0 (i)), 
同 理 ，eje;= 0 

(ge1tes+ +eEn)(a)=er(a)+es(a) + +e,(a) 

=ai1+a2+'"*+as=0Q, 

==>21+e2+ +Es= 1y, 

概括 起 来 ， 即 有 ， 沙 模 好 分 解 成 子 模 MM2，…，A， 的 
直 和 ， 必 = 放 , 合 放 : 旬 … 旬 MM,， 那 么 由 《1〉 有 有 模 MM 的 7 个 自 辐 
态 el，s:，…，s。 具有 以 下 性 质 ， 

(i) ei=e, i=1, 2, ,1。 

(ii) eey= 0 =8ye1, i*j, 

(iii) ertest+'"+eEs = Jy, 

我 们 把 这 样 得 到 的 模 用 的 x 个 自 同 态 e1，e:，…，e， 刚 做 
与 直 和 M = ,全 M2 名 … 名 MM, 相伴 的 一 组 自 同 态 。 

现在 反 过 来 看 ， 如 果 模 履 有 一 组 自 同 态 se:，s:，…，s， 县 
有 以 上 三 条 性 质 ， 那 么 ， 令 

ei(M)= Mi, 22C(M)= Msi, *…, eaA(M)=AM, 

则 得 必 的 个子 模 履 !,， 导 ;:，…， 训 ,。 于 是 、 由 (iii ) 成 立 ， 
从 a€EM， 则 有 
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Q=(e1test' +en)(a)=e(a) tes(a) + +en(a) 
可 知 M= Mi + M+ + MM,. 

进而 ， 若 cl +as+…+an= 0，aQi;EM,， 则 有 

0=e(0)=e(artast' +a,) 

=eBi(al)+8i(a2)+…+8i(an)=Ci 
从 而 ， 模 履 是 子 模 玫 1:，M;，…， 放 ,的 直 和 : MM = MiGHM: 四 … 
OM,. 

我 们 把 满足 条 件 (i) 、 (ii)、 (iii) 的 模 MM 的 4 个 自 同 态 
51，E2，"…，Ea 按 以 上 方法 确定 的 模 履 的 直 和 分 解 式 M= MB 
必 :B… 外 ,叫做 与 自 同 态 s:，s:，…，s， 相 伴 的 直 和 分 解 
式 。 

不 难 知道 ， 如 果 与 直 和 分 解 式 M= M8M: 介 …@M ,相伴 
的 自 同 态 是 se:，2s:，…，s,， 那么 与 这 组 自 同 态 相伴 的 直 和 分 
解 式 就 正好 是 M = 21:@MN :四 …@M,。 反 之 亦 然 。 

如 果 我 们 把 满足 条 件 (iD，(ii) 和 (iii) 的 模 履 的 nn 个 自 
同 态 81，e:，…，e。 岂 做 必 的 一 组 完全 的 正 交 射 影 ， 那 么 我 们 
已 经 证 明了 如 下 的 

定理 2 R 一 模 M 能 够 分 解 成 4 个 子 模 的 直 和 < 之 模 用 有 由 
个 自 同 态 组 成 的 一 组 完全 的 正 交 身影。 国 


习 题 


1。 举 例 说 明 ，R 一 模 愉 的 子 模 M ，M:，…，M。， 如 果 满 
足 条 件 ， 
人) M=M.+M:+ +M,, 
GD) Yiz¥;, MNM;={0)}, 
以 未 必 是 子 模 M!，M;:，…， 履 ,的 直 和 。 
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如 果 把 条 件 (ii》 加 强 为 
ii)’ M, Mi)= 
(ii) n(U 中 {0} 


结论 又 如 何 ? 
2。 设 R 一 模 M= Mi+Ma +…+ 于 了 模 MC=1I，2， 
…， 旭 满足 以 下 条 件 ， 
MNM:={0}, 
(M+MINMs={0), 


(Mit+ Mit +M NM,={0}, 
证 明 ， M= MDM:D:…OMY,. 

3。 把 Z, 看 成 Zz 一 模 ， 证明: 洲 n=p'，p 为 素数 ，!>> 0， 
那么 Z, 不 能 分 解 成 两 个 非 零 子 模 前 直 和 ， 把 整数 加 法 群 Z 知 成 Z 
一 模 时 ， 这 个 结论 成 立 吗 ? 对 另外 的 正 整数 xn( 关 p') ， 这 个 结 
论 对 乙 。 成 立 吗 ? 

4。 设 R 一 异 开 = MA 四 NM 四 … 四 M ，A 十 M 的 子 模 (i= 
1，2，…，?) 证 明 ， 


(1) N= BN,= NON:D'…ON,, 


(2) M/INTMI/N:ODM:/N:O“BMN. 

5。 设 o 是 R 一 模 MM 的 自 同 态 ,证明 车 下 = Jmo@tero 则 
Imo = Imo’. 

6。 设 oo: MM 一 > N,T:N 一 > M 都 是 R 一 同 态 ， 使 to= 
jw。 证 明 ，N = Imo @kerr。 

7。 证 明 命题 3. 

8。 证 明 命题 4， 

9。 设 0 是 R 一 模 以 的 自 同 态 。 证明 如果 0?=o， 则 存在 
子 模 P，N 使 MM=P@ON， 并 且 o]s=1;，ojw= On (通常 称 这 样 的 
自 同 态 c 是 模 太 的 平行 于 子 异 和 ， 在 子 模 P 上 的 射影 ) 。 
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$ 9 不 可 分 解 模 Krall -Schmidt 定理 


本 节 讨论 一 般 R-- 模 的 直 和 分 解 问题 。 对 于 特殊 的 模 一 域 帮 
上 的 线性 空间 F， 有 大 家 都 很 熟悉 的 重要 性 质 ， 7 是 有 限 维 的 <> 
7 能 分 解 成 有 限 个 一 维 子 空间 ( 子 模 ) 的 直 和 。 换个 说 法 是 ， 是 
n 维 线性 空间 <>7 能 分 解 成 2 个 一 维 子 空间 的 直 和 ， 而且 显然 
的 ， 其 中 每 一 个 一 维 子 空间 都 不 能 再 分 解 为 非 平凡 的 子 空间 的 直 
和 。 无 疑 的 ,一 个 线性 空间 有 否 这 样 的 直 和 分 解 式 , 对 于 它 的 结构 
来 说 是 一 个 十 分 重要 的 特征 性 质 。 在 这 一 节 里 ， 我 们 将 把 线性 空 
间 是 有 限 维 的 特征 性 质 的 这 种 形式 的 描述 推广 到 一 般 的 一 模 上 
去 ， 讨 论 R 一 模 MK 具 有 类 似 的 直 和 分 解 式 的 条 件 和 唯一 性 问题 。 

定义 ” 设 M 为 R 一 模 ，M 关 {0 }。 如 果 有 能够 表 成 两 个 非 平凡 
子 模 的 直 和 ， 即 M=M,@M:， 其 中 用 ,去 MCi=1，2) ， 则 称 模 
MM 是 可 分 解 的 。 否 则 ， 就 说 MM 是 不 可 分 解 的 。 

例 1 任 一 单 模 放 必 是 不 可 分 解 的 。 因 为 它 没有 非 平凡 子 
模 。Z 与 Z4 虽 然 都 不 是 单 模 ， 但 二 者 都 是 不 可 分 解 的 。 由 此 可 . 
见 ， 愉 是 单 模 一 >MK 不 可 分 解 ， 反 之 则 未 必 。 

例 2 自然 的 ，M = ZBZ, 做 为 Z 上 的 模 是 可 分 解 的 . 再 有 ， 
令 环 


| 
Qs1 Gs2 G33 


把 R 的 加 法 群 M= {R; +} 看 成 R 一 模 。 则 有 


a 0 0 1 
Mi= 


es 0 oi 


Qi Aas Qi1s \| | 
ee 


Q21 G22 G23 


| 

az 0 0 || ay ar, a EQ), 
‘ 
j 
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M2= 0ci0 | az，zzay oaa 和 人 
0 
10 0 as 

Ws= (lo 0 oo || os 92 943 EQ }， 
ooasl | 


是 M 的 三 个 非 平 凡 子 模 ， 而 且 使 
M= MBM:DM, 

所 以 ， 必 是 可 分 解 的 。 其 中 每 一 个 子 模 M， 都 不 能 分 解 成 两 个 非 
平凡 子 模 的 直 和 ， 即 履 , 都 是 不 可 分 解 的 模 。 
” 例 3” 设 R 一 模 履 关 { 0 }。 那 么 ， 了 是 不 可 分 解 的 和 > 自 同 态 
环 BndrM 中 除了 0 ，1 之 外 ， 没 有 非 平凡 的 射影 " ( 即 c: = )。 

证 如果 模 M 是 可 分 解 的 ， 即 有 非 平凡 子 模 及 !， 用 :， 使 用 
= 必 @M:， 于 是， 由 588 定理 2 ， 有 与 这 个 直 和 分 解 式 相伴 的 
一 组 完全 的 正 交 射 影 ，s:。 因 为 Mi， 了 :是 非 平 凡 的 子 模 ， 从 
而 e1:，es 也 是 非 平凡 的 射影 。 

反之 ， 如 果 EndrM 中 存在 射影 0， 且 a 夫 0 ，c 关 1 。 那么 
令 et=a ss= 1 -Ia。 则 有 

et=81, E38=(1~0)*=(1-0)(1~0)=1~24+0? 

=1-0=e82。 

ees =0(1~0)=0-0=0, e281 =(1~0)0=0~0*=0, 

et+es=0+(1-0)=1.。 
这 就 说 明 ，si，s， 是 MM 的 一 组 完全 的 正 交 射影 。 于 是 有 与 其 相 
伴 的 模 MM 的 直 和 分 解 式 ， M= MOM:. 其 中 Mi = 21CM)， M: 
=B2(MM)。 由 于 21 去 0，1， 可 知 M, 才 {0 HM; 关 MM), i=1， 
2 。 从 而 ， 模 MM 是 可 分 解 的 。 

定理 1 若 一 模 玫 满足 子 模 的 两 个 链条 件 ， 那 么 必 包 含有 限 
个 不 可 分 解 的 子 模 M Ma ，…， MM= MOM:D…DM,. 

证 由 模 MM 满 足 子 模 的 两 个 链条 件 ， 可 知 到 是 有 限 高 的 、 这 
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样 ， 我 们 对 模 有 的 高 人 以) 用 数学 归纳 法 证 明定 理 1 成 立 。 

首先 ， 当 CM)= 1 时， 则 用 是 单 模 ， 自 然 的 ， 太 是 不 可 分 
解 的 ， 于 是 M= M， 即 合 所 求 。 

其 次 ， 归 纳 假设 对 kM)<m 的 情形 ， 定 理 1 成 立 ， 进 而 
看 及 MM)=m 的 情形 。 

落难 本 身 是 不 可 分 解 的 ， 则 定理 1 的 结论 自然 成 立 。 若 内 是 
可 分 解 的 。 令 M=MiMH:， 其 中 Mi#MG= 1，2)》。 于 是 
&CM <AM)。 由 归纳 法 候 设 ， 则 布 

Mi= MDM BOM, .,, 


Ms= MBN.D DON:,,, 


其 中 让 ,; 均 为 不 可 分 解 的 。 
这 样 , M = M11N12@…@M 1 OM OMDBM:,, 


即 合 所 求 。 时 

定理 1 给 出 了 ，R 一 模 用 可 以 表 成 有 限 个 不 可 分 解 的 子 模 的 
直 和 的 充分 条 件 。 在 这 样 的 前 提 下 ， 为 了 解决 分 解 的 唯一 性 问 
题 ， 我 们 需要 以 下 两 个 预备 性 的 事实 。 这 两 个 结果 本 身 也 有 独立 
的 重要 意义 。 : 

命题 1 设 R 一 模 M 满 足 子 模 的 两 个 链条 件 。 0 是 M 的 一 个 自 
同 态 。 那么 

(1) 如 果 o 是 单 的 , . 则 o 是 自 同 构 。 

(2) 如 果 是 满 的 ， 则 o 是 自 同 构 、 

证 先 证 (1) .成立 。 设 5 是 单 的 ， 去 证 5 也 是 满 的 就 行 
了 ， 即 M=ca(CM)。 用 反 证 法 ， 如 果 g 不 是 满 的 ， 风 有 子 模 的 
降 链 ， 

M20(M)20*:(M)S… R20 ~ (M0 (M20*+'(M) 

卫 …。 

因为 MM 满 足 降 链条 件 ， 则 有 7 使 得 

MOO MID Do (MDI M)=0 tM) = 
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其 中 r>> 0 ,因此 ，YYBEo0""!(M)=>0(8)E0o'(M)=0'*'(M)， 
从 而 ， 有 cE 政 ， 合 0C《B8)=o'+'(a)。 即 0(8)=olo "(a))， 由 
于 o 是 单 的 ， 则 得 8=o'(a), BEo"(M), 0'™1(M)So'(M)., 
故而 0"…'(M)=o'(M)， 这 个 矛盾 的 结果 说 明 MN 二 Ca) 是 不 
可 能 的 。 所 以 必 有 M= aGCM) ， 即 o 是 满 的 ， 亦 即 o 是 MM 的 自 同 
构 。 
其 次 证 〈2 ) 成 立 ， 设 0 是 满 的 ， 即 oCM)= 训 。 去 证 0 也 
是 单 的 就 行 了 ， 即 ter ac ={0}。 用 反 证 法 ， 如 果 o 不 是 单 的 ， 
则 有 子 模 的 升 链 ， 
{0}EkeroSkera:S…Skero Elero Ekerg'*! Co, 
因为 MM 满足 子 模 的 升 链条 件 ， 则 有 3 使 得 
{0 }CkeroCkero CCherg -Chkero" =kero s+! = 
其 中 sS> 0 。 因 此 ， 信 BEkerc*， 由 于 是 满 的 ， 则 有 cEM、 
使 8=o(a)。 于 是 
orti(a)=0(0(a))=0°(B)= 0 =—>a€Ekero'+! =kero’ 
>0(a)= 0, o!(o(a))= OIC8)= 0, BEKkero"™!, 
kero "Ckero :~!， 从 而 kero := kero*。 这 个 矛盾 的 结果 说 明 ， 
{0 jCkera 是 不 可 能 的 ， 所 以 kterc = {0 }， 即 0 也 是 单 的 ， 亦 即 
0 是 M 的 自 同 构 。 国 - 
命题 2 〈Fitting 引 型 ) 设 R 一 模 M 满足 子 模 的 两 个 链条 件 、 
那么 对 有 的 任意 一 个 自 同 态 c， 都 有 直 和 分 解 式 ， 
M=NOH 
使 得 o 在 子 模 N 上 的 限制 vclw 是 N 的 短 零 自 同 态 ， 在 子 模 有 上 的 
限制 o1x 是 互 的 一 个 自 同 构 。 
证 考虑 由 o 所 确定 的 两 个 子 模 链 : 
{0}Ekero Ekero EEkero Spy， 
M20(M)20:M)S.20"(M)S…, 
因为 必 满 足 子 模 的 两 个 链条 件 ， 那 么 必 有 s 和 +r， 使 得 


kero" = kero +! = 


82 » 


OrCM7=O+ICM)=…。 
令 N=kero', H=0*(M), 1=max(s, +1), 

于 是 ,Ya€M, o'《(a)E0o!(M)=o?!(M)， 则 有 BEM， 
使 0'(a)=o*'(B)。 即 01(a-o1CB))= 0 。 这样， 便 可 把 元 素 a 
表示 成 

Q=(a-o0t(B))+o0'(B). 
其 中 o'(a-o'(B))= 0， 即 a-0"(B)Ekero!'=N， 而且 o0 (8) 
Eaot(M)= 且 ， 由 此 可 知 ，M 必 =N+ 甩 ,为 了 肯定 这 个 和 还 是 直 
和 ， 令 aENNH， 那 么 4 EH=>a=0'(B), BEM。 由 EN, 
则 有 oCa)= 0 一 >0*'(B)=o'(o1(8))=0'(a)=0, 即 BEN 
即 有 oC8) = 0 ， 亦 即 c= 0 。 所 以 有 直 和 分 解 式 M= NOH。 

o 在 子 模 N 上 的 限制 虹 然 是 宕 零 自 同 态 。 而 由 of?(M) 
=o1t1( 必 )， 即 及 =o( 玉 )， 这 说 明 ，o 在 子 模 鼠 上 的 限制 cla 
是 昌 本 身 的 一 个 自 同 态 ， 并 且 是 满 同 态 。 于 是 ， 由 命题 1 ， 即 知 
cl|z 是 瓦 的 一 个 自 同 构 。 量 

推论 ! 设 R 一 模 M 满 足 子 模 的 两 个 链条 件 。 如 果 M 是 不 可 分 
， 解 的 ， 那 么 M 的 自 同 态 o 或 者 是 宕 零 的 或 者 是 自 同 构 。 

证 由 命题 2 ， 可 令 M=N@H， 使 0 存 N 上 看 是 宕 霍 自 
同 态 ， 而 在 瑟 上 看 是 一 个 自 辐 构 。 如 果 M 是 不 可 分 解 的 ， 那 么 或 
者 M = N， 或 者 M = 媚 。 当 M = N 时 ，o 就 是 诸 的 短 零 自 同 态 ， 当 
到 = 豆 时 ，c 就 是 M 的 一 个 自 同 构 。 氏 

推论 2 设 R 一 模 M 满 足 子 模 的 两 个 链条 件 。 如 果 作 是 不 可 分 
解 的 ， 那 么 M 的 任意 两 个 客 零 自 同 态 01，0: 之 和 o ,+04 也 是 
寡 零 自 同 态 。 一 般 地 ,任意 个 圭 零 自 同 态 之 和 也 是 等 零 自 同 态 。 

证 ”用 反 证 法 ， 如 果 军 零 自 同 态 c,，c :之 和 0 = ol + oa 不 是 
短 零 的 ， 则 由 推论 1 ，c, + c: 是 有 的 一 个 自 同 构 。 这 样 就 有 自 同 
构 o-:!。 于 是 ,ao-!a=lu， 即 ciol+orioz=1T。 令 ool=7Tl， 
0-'0s=T,， 不 难 知道 ，+，,，7s 都 不 能 是 自 同 构 。 从 而 都 是 宕 零 
的 。 而 且 ， 由 
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TI=TI(TITTT2)=T HIT TI= (Ti 十 To)Ti 一 T: 十 Ta2T1 
一 ->TIT2 一 T2T1。 


这 样 ， 对 任 一 正 整数 m， 帮 
(+ + = 人 ir 的 Jr 十 十 
(2) 十 To 


出 T1，72 都 是 称 零 的 , 则 有 zi = 0，r5= 9， 于 是 当 取 如 =s+7r- 上 
计 ， 风 得 (ri+rs)"= 0. 但 zi+ra= 1， 从 而 这 个 矛盾 的 
结果 说 明 ，o 1 + 0 :不 可 能 不 是 每 零 的 ， 即 0 +0， 必 是 知 零 的 。 
而 对 一 般 的 情形 、 对 o 的 个 数 用 归纳 法 ， 即 可 得 到 证 明 。 重 
通常 把 Fitting 引 理 中 的 直 和 分 解 式 叫 做 模 必 关于 自 同 态 9 
的 _ Fitting 分 解 。 可 以 证 明 ， 对 于 给 定 的 一 个 自 同 态 o，Fitting 
分 解 是 唯一 的 〈 习 题 5》 。 
有 了 以 上 的 准备 ， 现 在 我 们 就 来 证 明 本 节 的 主要 定理 ， 即 通 
常 所 说 的 Krul1 一 Schmidt 定理 。 
定理 2 《Krull 一 Schmidt 定理 ) 设 R 一 模 必 满足 子 模 的 两 个 
链条 件 。 如 果 模 M 有 两 个 直 和 分 解 式 ， 
M=N1DN:D'…ON,, 
M=H,@H,D…OH:, 
其 中 Ni 已 (i=1，2,，*…，s3 j=1，2,"…, t) 都 是 不 可 分 
解 的 ; 那么 
(1) s=1 
(2 ) 适当 编排 耳 :,， 如 :，…， 政 :的 顺序 后 ， 则 有 
Ni>H:, Ni~H;:, *…, N.~H,, 
并 且 对 任意 的 £=1，2，…，s， 都 有 
M= HOH OOH:ONi DDN,. 
证 不 妨 认为 <1。 于 是 , 令 
ai aa，…，a 是 与 =N1@N:@…N， 相伴 的 一 组 完全 
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的 正 交 射 影 。r:，r>，…，F， 是 与 M= 吾 :由 局 : 罗 …@R， 相伴 
的 一 组 完全 的 正 交 射影， 

我 们 的 证 明 想 法 是 ， 从 分 解 式 有 =N1DN; 伯 …N ,中 的 子 
模 和 1 开始 ， 在 分 解 式 放 = 五 : 久 H; 介 … 旬 五: 中 找到 一 个 与 Yi 同 
移 的 子 模 ， 比 如 说 是 古 ,， 并 且 用 这 个 五 ,替换 ,之 后 还 是 模 必 的 
-个 直 和 分 解 式 ，M = 互 : 四 N: 四 …@N,。 接 着， 再 从 这 个 分 解 
中 的 入 :出 发 ,去 在 分 解 式 MM= 玉 .全 且 :全 … 命 了， 中 找 一 个 与 
洒 : 同 构 的 子 模 ， 比 如 说 是 互 ,， 并 且 ，…。 

为 了 实现 这 样 的 证 明 想 法 ， 首 先 考察 01T1,， oiTs，…， 
oT4。 有 明显 可 知 ,这 :个 乘积 的 每 一 个 在 子 模 M: 上 的 限制 cirejw- 
〈 即 只 看 cir, 在 Yi 上 的 作用 ) 都 是 Ni 的 自 同 态 。 因 为 Vi 也 满足 
子 模 的 两 个 链条 件 ， 而 且 Ni: 是 不 可 分 解 的 。 由 Fitting 引 理 的 推 
论 1， 每 一 017, |w， 或 是 竹 零 的 或 是 自 同 构 。 又 因为 


OI=0T1+tOTs+ "+oOTt, 

ourlw =1y = (0T1toT2t "+oTt) ly,e 
由 Fitting 引 理 的 推论 2 ， 不 可 能 每 一 个 017, | 都 是 乱 零 的 。 
从 而 只 少 有 一 个 01T,1w, 是 N, 的 自 同 构 。 不 失 一 般 性 ， 不 妨 认 
为 ciri|w, 是 Ni 的 自 同 构 。 令 ri(Ni) = 瑟 ;， 则 瓦 :三 囊 :。 于 是 


有 Ni 人 ~ 五 ,， 五 ,~N1。 我 们 指出 这 两 个 同 态 其 实 都 是 同 构 。 事 
实 上 ， 若 cENi， 有 Tri(a)= 0 -=>01(T1(4))=01T1(a) 
= 0 。 但 cir: 在 Ni: 看 是 自 同 构 。 从 而 a= 0。 这 就 说 明 rk 在 


和 


Ni 中 的 核 为 【0 }。 即 有 Ns 芒 万 ， 类 似 地 ， 也 有 互 , 作 N,， 


至 此 ， 我 们 迫切 地 需要 指明 ， 政 ; = 瓦 ,。 为 此 ， 令 Ki = {a 
EHilo1《a)= 0}， 它 是 五 ; 的 一 个 子 模 。 于 是 ，Y a EH,， 
901(a)EN1。 由 01T1 是 入 i 的 自 同 构 ， 则 有 BENi， 使 c:(a) = 
904T1(B)， 即 0o1《a 一 T1(B)) = 0 。 这样， 元 素 4 可 以 写成 。- 

2=[c-zI(8)]+Tri(B)， 


其 中 ea- ri(B)EKi，ri(B)E 万 ;。 这 说 明 妃 ;是 子 模 K: 与 豆 , 的 
和 ， 即 五 =,+ 吾 :。 并 有 是， 如果 a EK1 则 玉 ,， 由 于 0 1 是 瓦 ,与 
V1 的 同 构 映射 ， 即 知 万 ,中 只 有 零 元 素 ， 在 0 之 下 的 象 是 0 ， 从 
而 可 知 a= 0 ， 这 样 就 有 ,= K;@ 五 ,。 然 而 ， 瑟 :是 不 可 分 角 
的 ， 而且 N1 芝 万 ,， 可 知 百 ,大 {0}。 从 而 必 有 K1 = {0 }， 即 如 
= 五 ,。 杰 凤 NiSZHi,， HN 


这 样 ， 我 们 找到 了 与 N, 同 构 的 子 模 已 。 下 面 指出 ， 可 以 用 
HH 区 换 Ni， 使 M=HiON:.…@N,， 为 此 令 M’=Hi+Ns:+ 


+，， 因 为 0LCNs+ + 和 NN,)={0}， 而 1 人 N41。 可知 ， 


HNCNs+t…t+ 入,)={0}。 从 而 有 
M’=HIO(Ns+t .+N,)= HODN,OD'"ODN.. 

于 是 ， 令 
natast+o,|—>TI(Q1)+ Or+ "+o,. 

其 中 cyEN,，1=1，2，…，s。 

那么 ,7 是 M=N1ON2@…@BN ,到 M' 的 一 个 双 射 而且 


n((artast'+as)+ (Bt+B:+. +B,)) 
=n((a1t+Bi)+ (as+B2)+. +(a, +B,)) 
=Ti(a1+B1)+(ast+B)+. + (as+h,) 
=(T1(@1)+T1(B1)) + (a +Bs)+ .+ (a,+B.;) 
=(T1(Q1) tast'+a)+(T1(B1)+Bs+ .+B,) 
=N(Q1tast +o)+n(B1+B+ .+B.) 
nk(artast +a.)) =n(kart+kast+ .+ ka,) 
=Ti(kai)+ hast+ +ka, 
=krti(a)+kas t+ha. 
=k(T1(Q1)+ast+a.) 


， 86 。 


= KGCatta2+…+ae) 
其 中 cl， B,EN,, KFER, i=1, 2, ,5 


这 就 说 明 ， 必 之 M' 。 因 为 M' SM， 即 7 是 模 M 的 一 个 自 同 态 ， 
而 且 1 是 单 的 ， 这 样 ， 根 据 命题 1 ， 可 知 4 是 用 的 自 同 构 ， 从 而 
7 也 是 满 的 。 故 有 ,，M’ = M。 即 民 = 五 :四 N: 四 …9N 
接着 ， 考 察 履 的 两 个 分 解 式 : 

M= HON,DN:O:…ON., 

M= HOH:.BH: OD:…OH,. 
对 放 =HH1@N:ONs@…N. 的 子 模 N,， 去 在 M= HBH: 名 … 
申 豆 ,中 找 一 个 与 Yz 同 构 的 子 模 。 为 此 ， 令 Pp1，P2，ps，…5P ,是 
与 直 和 分 解 式 

M = 万 :中 N: 四 Ms: 中 … 中 N， 
相伴 的 一 组 完全 的 正 交 身影 ! ri，r:，rs，…，T+ 还 是 与 

M= HI®@OH,ODH,O:…OH: 
相伴 的 一 组 完全 的 正 交 射影 。 这样 ， PsT4， paTs， pars，…， 
P27T 的 每 一 个 在 子 模 N, 上 的 限制 p27, |w,， 痢 是 和 自己 的 自 同 
态 。 由 于 NN 也 满足 两 个 链条 件 ， 而 且 N， 是 不 可 分 解 的 。 根 据 
Fitting 引 理 的 推论 1 ， 每 一 个 pzT, |n, 或 是 冠 零 的 或 是 自 同 
构 。 义 因为 

Pp2=P2Ti Fpat2 + pats + +h2Ts 

pzalws = lw,= (paT1 + Pat2 + "+ pat 1) |y, 
根据 Fitting 引 理 的 推论 2 ，pzr jw ,不 可 能 都 是 宏 零 的 。 从 而 ， 
PTr1，13T2，…，PaT; 当 中 只 少 有 一 个 是 六, 的 月 间 构 。 但 是 ， 
Ya& 训 ， 都 有 

PiTri(c)=TICC) 一 >D2rICC)=DzCDITICC)) 

_ =Pp2spiTi(a)= 0 

即 pzTt1 = 40。 由 此 可 知 ，psrz，pars，…，pir: 中 必 有 Niz 的 自 同 
构 。 不 妨 认为 ，par: 是 Y: 的 自 辣 构 。 十 是 ， 令 rzCNa) = 五， 
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则 有 p:( 巨 2) = Y:， 碳 三 媚 :。 并 且 不 难 知道 。N: 忌 万,， 
HSN, 
下 面 我 们 指出 ， 五 , = 五,， 为 此 ， 令 

kK,={a€EH,|p.(a)= 0}, 
它 是 五 ;区 一 个 子 模 。 于 是 ， 半 a EH,，Pp2(a) EN。， 由 pzTi 蚌 
Vs: 的 自 同 构 ， 则 有 BEN,， 合 px(a)=psr:(8)， 即 pi(a- 
rs(8)) = 0 ， 这 样 ， 元 素 c 便 可 写成 

CQ=[aw-Yz(B)]+T2(B)， 
其 中 gc- ra(B)EK:，ra(B)E 瑟 :。 这 说 明 ， 妃 ?是 子 模 ,与 五， 
的 和 ， 即 万 ,= 下 ,+ 吾 :。 并且， 如果 aEKs 几 环 :， 由 ps 丁 吾 :与 
NN: 的 同 构 映 射 ， 从 而 可 知 a= 0 。 这 样 就 有 及 := 万 ;,。 然 
而 瑟 : 是 不 可 分 解 的 ,而且 Ns 衬 事 ,， 可见 瑟 , 关 {0}。 从 而 必 有 


Ks={ 0 }， 即 得 及 = 豆 ;， 亦 即 NH，，HsN,， 


为 了 说 明 可 用 五 ;替换 导 = 及 ,ON2BN; 介 …BN， 中 的 N:， 
人 SM’=Hi+HstNs++N,, 因为 pa:(Hi + Ns+ +N,) 
={0}, 而 且 HsSNs, TH NN CH + Ns te + N, )={0} 
从 而 有 

M’*=H,B(H, + Ns + +N,)= HDHDON:D'…ON,. 
于 是 ， 令 

gi:atastastt+tas |—>ar tta(a2) tast'+a,, 
其 中 aa EH, a EN,(i=2, ,5)。 * 
那么 ， 容 易 知道 9 是 M= 囊 :四 N: 四 N: 田 …@N. 到 子 模 M? 的 
同 构 ， 即 pg 是 以 的 一 个 自 同 态 ; 而 且 9 是 单 的 。 这 样 ， 根 据 命题 1， 
可 知 p 是 对 的 自 同 构 ， 从 而 p 是 满 的 ， 故 有 M7 = M， 即 
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M= HDHDN DON,. 
黑 这 样 继续 做 下 去 。 由 于 s<t， 进 行 完 第 :次 替换 之 后 ， 
即 有 
M= HOH:D:…®H, 
由 此 可 见 ， 必 定 是 s=t。 到 此 ， 总 观 以 上 推 型 过程 ， 定理 所 要 
求 的 两 个 方面 的 结论 已 经 完全 被 证 明了 ,时 
推论 ”在 定理 的 前 提 下 ， 则 有 s=t， 并且 适当 编排 有,(i= 
1，2，…，3) 的 顺序 之 后 ， 存在 愉 的 一 个 自 同 构 上 w， 使 得 
RCN)=H,, i=1, 2, ,$s。 
事实 上 ， 由 定理 的 证 明 过 程 可 知 ， 存 在 改 的 一 组 自 同 态 ki， 
usa，…，&v， 使 得 
NiSH, NSH,, , N,SH,. 
于 是 ， 令 
iartast ta ~—>hi(0) + 02) + + ha,), 
其 中 alENiG= 1，2，…，s)。 那么 ,不 难 指出 ,kh 是 履 的 
自 同 构 ， 且 使 AKCN,) = 五 ，i=1，2，… 站 


习 题 
1。 设 MK，N 都 是 一 模 ， 用 关 { 0 }， W 不 可 分 解 。 如 果 
0 : M 一 >N,， tT: 一 >M 是 R 一 辣 态 ， 使 to 是 M 的 一 个 自 同 构 ， 
那么 o,， + 都 是 R 一 同 构 。 
2。 设 R 一 模 M 满 足 子 模 的 两 个 链条 件 。o 是 履 的 一 个 自 辣 


态 ， 于 是 存在 r+，s, 使 
MEOo MDo0 MD D0 MDo M0 CM , 
{0 }Ckero Ckero’ CChkero'™ Chkero, = kero +! = 


证 明 ， Y= So 

3。 设 01，02:，…，01 与 ft，Ts，…，T。 是 R 一 模 允 的 两 
组 完全 的 正 交 射 影 ， 且 0; 关 0, 天 0 (=1，2，…， 伍 
7=1，2，…，s)。 证 明 ， 

(1) r=s 

(2) 在 适当 编排 r ，rs，…，*r， 的 顺序 之 后 ， 有 模 MM 的 
自 同 构 4, 使 得 r = phG=1，2，…，7) 。 

4。 设 R 一 模 M 有 直 和 分 解 式 ，M = M1@@M: 合 … 旬 MU,, 其 中 
及 ,都 不 可 分 解 ， 且 Mi =MG= 1，2.， …，7) 。 证 明 ， 如 果 
0， 0 都 是 模 MM 的 射影 ， 使 0CM)，o'(M)〉 都 是 不 可 分 解 的 。 那 
么 存在 MM 的 自 同 构 kg， 使 0 = jp-'on。 

5。 设 R 一 模 M 满 足 子 模 的 两 个 链条 件 。o 是 届 的 自 同 态 ， 证 
明 ， 如 果 放 = Mo@M:， 使 得 cjw 是 宪 零 的 ，cjlir, 是 自 同 构 ， 
那么 这 样 的 Mo 与 内 :是 唯一 确定 的 。 

6。 设 co， 都 是 R 一 模 有 MM 的 射影 。 证 明 : 

(1) Imo=Imrt<=>0or=T, 17 

(2) kero =kert or=0, T0=T, 

7。 设 R 一 模 有 满足 子 模 的 两 个 链条 件 。 令 其 高 AM)=?r， 
由 Krul1 一 Schmidt 定理 ， 存 在 项 数 一 定 的 直 和 分 解 式 ， 

M = Mi 外 M:@…@M.，M ,都 是 不 可 分 解 的 。 

可 以 称 :为 模 M 的 长 ， 记 作 1CM) =s。 试 问 ， 模 MM 的 这 两 个 数量 
特征 有 何 关 系 ? 是 否 一 定 HM)=1CM)? 

8。 设 R 一 模 MM 满 足 子 模 的 两 个 链条 件 。 令 M= Mi MN: 四 … 
甸 M,，M, 都 是 不 可 分 解 的 。 证 明 ， 如果 到 = 人 四 N: 申 … 申 
N,,， Nj; 关 {0},， 71=1，2，…，r。 那 么 N; 也 都 是 不 可 分 解 的 。 

9。 证明， 如 果 R 一 模 履 满足 子 模 的 降 链 条 件 ， 那 么 M 可 以 
分 解 成 有 限 个 不 可 分 解 的 子 模 的 直 和 。 
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第 2 章 


主 理想 环 上 的 有 限 生成 模 


本 章 讨 论 有 限 生成 模 的 结构 以 及 有 限 生 成 模 
的 自 同 态 的 基本 性 质 。 
我 们 知道 ， R 一 模 M 是 有 限 生 成 的 当 且 仅 冀 
M 可 表 成 有 限 个 循环 子 模 的 和 
M= Rx1 + Rxs + + RX, 
当然 ， 一 般 来 说 上 述 的 和 未 必 是 直 和 ， 因 而 
模 M 的 结构 尚 不 能 由 各 个 循环 子 模 Rxi 的 结构 所 
唯一 决定 。 本 章 的 主要 结果 将 指出 ， 如 果 及 是 主 
理想 环 ， 那 么 上 述 有 限 生 成 模 厅 的 表示 式 可 以 改 
善 成 为 直 和 : 
M= Rz1 DRz,D…@ORz, 
并 且 此 和 式 具有 时 种 意义 下 的 唯一 性 。 
正如 大 家 所 热 悉 的， 在 有 限 维 线性 空间 及 其 
线性 变换 的 理论 中 ， 域 上 的 起 阵 起 了 决定 性 的 作 
用 。 在 以 下 关于 有 限 生 成 模 的 讨论 中 ， 交 换 环 
(特别 是 主 理想 环 ) 上 的 拭 阵 及 行列 式 将 是 分 析 
问题 与 解决 问题 的 重要 工具 。 为 了 叙述 上 的 整齐 
起 见 ， 我 们 把 所 需要 的 关于 矩阵 及 行列 式 的 一 些 
内 容 集中 起 来 放 在 本 章 开 头 ， 做 为 一 节 来 讲 。 
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§1 交换 环 上 的 矩阵 与 行列 式 


在 这 一 节 里 讲 以 下 三 个 问题 : 

1。 一般 环 上 的 矩阵 概念 及 其 运算 性 质 。 

2。 交 换 环 上 的 行列 式 概念 与 基本 性 质 。 

3。 给 阵 的 相抵 关系 ， 主 理想 环 上 甜 阵 在 相抵 关系 之 下 的 标 

我 们 已 经 熟悉 数 域 以 及 一 般 域 上 矩阵 的 概念 及 其 基本 运算 性 
质 ， 这 里 我 们 首先 把 它们 推广 到 一 般 的 环 上 去 。 

设 R 为 任 伍 的 环 ，m 与 为 任意 的 两 个 正 束 数 。 于 是 ， 对 于 
任意 取 自 环 R 中 的 mxn 个 (当然 可 以 有 重复 的 ) 元 素 4i ;， 把 它们 
排列 成 以 下 形式 ， 
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， 则 称 排列 成 这 种 形式 的 mxn 个 元 业 ai; 古 环 R 上 的 一 个 mxn 给 
阵 。 通 常 把 矩阵 〈1 ) 简 记 成 

a11) » ais ER, TI=12，…， 1 j=1, 2, ,1 
或 者 是 

CCij)mxay aij€ER 
一 般 用 大 写 的 拉丁 字母 来 表示 一 个 矩阵 ， 例 如 ， 

A=(aii)uxn, KX=(Xij)pre 
等 等 。 

环 六 上 的 两 个 mxn 和 矩阵 4= (cii)mxas 与 也 = (ii)mxa 当 且 仅 
。92 。 


和 


当 对 于 每 一 对 i 与 i(1<i<m; 1<1<n) 都 有 
Ci 
时 ， 则 称 4 与 B 是 相等 的 矩阵 ， 记 作 4= 了 。 
对 于 环 R 上 的 m xn 和 矩阵 4= (eij)axs， 称 
aiis 1l<i<m, 1<j<n 
为 4 的 i ,i 位 置 的 元 素 ,简称 为 (i， 站 元 素 。 因 而 ,，4=B<> 
(i， 7) 元 素 完全 都 相等 。 
称 4= (ai;)sxs 中 的 元 素 
aiis iss 9 Ging 1SISM,: 
为 4 的 第 i 行 元 素 ， 简 称 为 4 的 第 i 行 ， 而 称 
Qijs zi * amj, 1<I<n, 
为 4 的 第 7 列 元 素 ， 简称 为 4 的 第 j 列 ,. 这 样 ， 每 一 个 mxn 钴 
阵 4= (ciy)axa 都 有 mm 个 行 与 ?个 列 。 其 中 每 一 个 行 
Ci Gig Qin 
都 可 以 看 成 环卫 上 的 一 个 4 元 向 量 ， 即 RW 中 的 一 个 元 素 ! 而 
每 一 个 列 
Qj 021 *» Omj 
都 可 以 看 成 环 R 上 的 一 个 mn 元 向 量 ， 即 ”中 的 一 个 元 素 。 
因此 又 可 以 说 ，4 = (ai;)mxs 与 B= (5;;)mxs 相 等 专 交 4 与 B 的 m 
个 行 向 量 依次 是 相等 的 所 > 4 与 了 的 个 列 向 景 依次 是 相等 的 。 
考虑 环 尺 上 一 切 m xn 和 矩阵 组 成 的 集合 。 令 
Ma xa(R)= { (aii)laii; ER 1<i<Sm, 1<j<n} 
在 Ma vs(CR) 中 规定 加 法 运算 如 下 ， 
aii)+(b11)= (411+bii)s 
及 与 Maxa(R) 到 Mess(R) 的 左 〈 右 ) 信 数 乘法 如 下 ， 
rai11)= (rari) (aii)r= (4347)) 
其 中 (a3;4)，(bi;) EMaxaCR), rER, 
进而 ,对 任 一 《ais) EMaxa《R) 与 任意 一 (6,4) EM,xp(R) 
规定 乘法 如 下 ， 
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(Caik)》 (pr ) =(cif)， 
其 中 
Cij=aibii taisbsit' tainbn; 


= Dainbnr, 


下 = 上 
因此 ， (cij)EM，xp《R) 。 从 而 上 述 之 乘法 是 Mexs(CR) 与 
MovxpCR) 到 Moxp(R) 的 一 个 运算 。 特 别 地 ， 当 m=p=7 时 ， 
这 就 是 履 ,xn《R) 的 一 个 乘法 运算 。M ,x,《R)》 .中 的 每 一 个 矩阵 
4= (aii)wxn 其 行 数 与 列 数 相 等 ， 都 等 于 。 通 常 把 这 样 的 矩阵 
叫做 n 阶 方 阵 。 

对 于 环 R 上 的 一 切 x 阶 方 阵 做 成 的 集合 简 记 为 用 ,(R), 按 上 述 
的 规定 ，{ M(R); .+ ，，} 就 成 了 有 两 个 代数 运算 ， 加 法 与 乘 
法 的 代数 体系 。 并 且 还 有 一 个 下 与 Me(CR) 到 M,(R) 的 倍数 乘 
法 。 进 而 不 难 指出 如 下 简单 的 ， 秋 要 的 结果 ， 即 有 

定理 1 设 有 为 环 。 则 有 

(1) {MWMoxn(R) + } 是 交换 群 。 
(2 ) 如 果 环 尺 有 恒 等 元 素 ， 那 么 加 法 群 We,a(R) 做 成 
环 R 上 的 左 《 右 ) 模 ， 并 且 是 有 限 生 成 的 。 
(3) {MM,(R); +，，} 是 环 ， 叫做 上 的 n 阶 全 阵 环 。 
如 果 环 有 恒 等 元 素 ， 那 么 4 阶 全 阵 环 M。(R) 也 有 恒 等 元 素 ， 
即 通常 所 说 的 ” 阶 单位 矩阵 
人 0 
10 1.0 ~» | 
I 宣 2037 看 | 
人 
为 环 Ms(CR) 的 恒 等 元 素 。 生 

定理 1 中 的 所 有 结论 都 是 我 们 所 熟知 的 。 它 的 证 明 与 数 域 的 

情形 没有 什么 不 同 。 其 中 加 法 群 
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{Maxa CR); + } 

ppb re 零 的 矩阵 ， 记 作 
a。xa， 或 简 记 为 0。M。ax，《R) 中 的 任 一 元 素 4= (ci 的 负 元 素 
se ~ai1), 即 (ais) = (~-ais) 。 

一 个 mxn 和 矩阵 4= (a;;)sx，， 如 果 对 于 i 关 j 时 a; ;= 0 ， 则 称 
4= (ai;) 为 对 角形 阵 ， 简 记 为 

- A=diag {U11, a22. **%, amm} (mSn) 。 

当 4 为 方 阵 时 ，z 阶 对 角形 阵 有 以 下 形式 


/oa 0 0 . 0 
|o0 oa 0 0 | 
4=|0 0 as 0 = diag {ai, a， a} 
0 0 0 » | 


特别 地 ， 如 果 对 角形 方 阵 
A=diag {ai，az，…，an} 
的 对 角 线 上 诸 元 素 均 相 同 ， 即 cl: = as = …aw=2， 这 时 就 说 4 为 
纯 量 阵 。 不 难 指出 ，M。,(CR) 中 一 切 纯 量 阵 做 成 的 子 集 C 是 全 阵 
环 M,(R) 的 一 个 子 环 ， 并 且 与 环 R 是 同 构 的 ， 即 有 
a | 一 >dicg {c，2，…，a} 
是 R 与 C 的 一 个 同 构 映射 
Rc. 

据 此 ， 我 们 总 可 以 认为 环 是 全 阵 环 必 ,(R》 的 子 环 。 特别 地 ， 
当 2=1 时 ， 尺 =MiCR)= {(a)la€ER}. 

一 般 来 说 ， 除 非 R 为 零 环 ， 只 要 n1， 全 阵 环 M,(R) 必 有 
真 零 因子 ;只 要 R 不 是 零 乘 环 , 当 n>1 时 ,加 .《R) 决 不 是 交换 环 。 

-再 有 ， 把 一 个 m xn 矩阵 4 的 各 行 依次 做 为 列 ， 得 到 一 个 确定 
的 nx m 和 矩阵 ， 叫 做 矩阵 4 的 转 置 矩 阵 ， 记 作 4 。 显然 可 见 ， 
(4')' =4。 当 R 为 交换 环 时 ， 以 下 熟知 的 规则 也 是 成 立 的 。 即 
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有 
(AB)’ =B’A’ 
此 处 只 要 4 与 B 是 可 乘 的 就 行 ， 并 且 不 难 推广 到 任意 有 限 个 矩阵 
的 情形 。 
最 后 说 明 一 -下 可 道 矩 阵 的 丹 念 。 设 R 为 有 恒 等 元 素 的 环 ， 从 


而 全 阵 环 M CR) 也 有 恒 等 元 素 ， 即 7 阶 单位 矩阵 


1 0 0 a 0 y 
0 1 0 

E=|0 0 1 … 0 
0 0 0 1 1/ 


于 是 ， 
BA= A= AE, AEM,(R). 
如 果 对 于 4EM,(R)， 存 在 BE M,(R)， 使 得 
AB=E=BA, 
则 称 4 是 可 逆 的 ， 同 时 称 B 为 4 的 北 阵 。 容 易 验证 ， 一 个 阵 4， 如 
果 有 道 矩 阵 为 3， 那 么 该 道 矩 阵 是 唯一 的 。 从 而 可 记 作 B= 4-!。 
即 有 
441= 也 =4-14。 
显然 ， 可 道 抵 阵 必 不 是 零 和 矩阵 ， 然 而 一 个 非 零 矩 阵 则 未 必 是 可 道 
的 如果 4，BC27,《R》 痢 是 可 道 的 ， 那 么 4 与 B 的 积 4B 也 是 可 
逆 的 ， 并 且 
(4D)-1 = 也 141。 
车 令 
GL.(R)= {AEMCR)1A 可 逆 }， 
可 知 GL,CR) 是 乘法 半 群 { 开 ,CR);* } 的 一 个 子 群 ， 叫 做 R 上 的 
nn 阶 完全 线 性 群 。 
为 了 后 面 讨论 问题 的 过 要 ， 我 们 把 行列 式 的 概 信 推广 到 一 般 
的 交换 环 上 去 。 
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我 们 回顾 一 下 ， 在 高 等 代数 中 关于 行列 式 概念 的 定义 。 

设 王 为 任 一 数 域 ， 所 谓 数 域 尺 上 的 一 个 x 阶 行列 式 是 由 F 中 
的 2 个 数 e;j (1<1，j 入 四 构成 的 一 个 代数 和 :， 

ED C1) 
Ek 

其 由 加 za 为 S。 中 的 任 一 元 排列 ， 而 TCiiis…is] 则 是 排列 
ii2*…is 的 反 序数 。 代 数 和 〈 1) 的 结果 是 数 域 中 的 一 个 确定 
的 数 ， 叫 做 这 个 x 阶 行列 式 的 值 ， 并 记 作 


Qs Qi2 Qin 
人 | sia 
1 22 28 3 (-1) CU110212 Gi 
. ee rata"loess 
| 
Qal Qn2 **" Ona 


明显 可 见 ， 这 样 定义 的 # 阶 行列 式 实际 上 可 以 认为 是 定义 在 
x 阶 方 阵 集合 MK,(CF) 上 的 一 个 函数 ， 其 值 域 为 F。 并 且 由 行列 式 
的 基本 性 质 〈 这 种 函数 的 基本 规律 》 可 以 看 出 ， 这 个 函数 的 基本 
特性 是 以 做 为 自 变 量 的 # 阶 矩阵 的 行 或 列 》 为 “要 素 ” 来 加 以 
刻 划 的 。 这 就 启发 我 们 ， 如 果 把 n 阶 方 阵 的 每 一 行列) 看 成 = 
维 线性 空间 F ”这 是 一 个 特殊 的 有 限 生成 模 ) 中 的 一 个 向 其 ， 
那么 na 阶 行列 式 就 可 以 认为 是 定义 在 F "上 的 ， 在 F 中 取信 的 一 
个 n 元 函数 。 这 样 来 理解 # 阶 行列 式 的 概念 不 仅 是 自然 的 ， 而 且 
是 可 取 的 。 基 于 这 样 的 想法 ， 我 们 把 数 域 了 上 的 + 阶 行列 式 概念 
推广 到 一 般 的 R 一 模 Rom 的 情形 ， 此 处 R 是 任意 的 有 恒 等 元 素 的 
变换 处 。 

，-。 课 有 为 有 恒 等 元 素 的 交换 环 。 11:，M2，…，M， 与 N 均 为 


” .及 上 的 模 。 而 


卫 = 了: 四 NM: 四 … 四 M， 
考虑 P 到 的 一 个 映射 《也 叫 定义 在 PE， 在 N 中 取 什 的 函数 )， 


f: P=M,@M,O…OM.—>N, 
。 07 。 


f: (xi，ca，…，cr) 一 > 有 8， 
或 
je，cas，…，a)= 有 ， 
其 中 a; EM;, BEN, i=1, 2, ,7。 
如 果 对 任意 的 [，1ER, a' ，ar EM;, 均 有 
ca，…，Qi-ly ka’ tlar, aiti, **, 01) 
= 有 fa ys a0 ait 0 ) + 
Ifa1s Git 0 Git 7), 
则 称 f 是 + 重 线 性 映射 《函数 ) ,i=1，2,，…, 7。 
特别 地 ， 当 和 N=R 时 ， 称 7 重 线性 映射 了 为 > 午 线 性 型 。 而 
当 N=R，Mi=M =…=M',= MM 时 ， 则 称 f 为 模 M 上 的 7 年 线 
性 型 。 
设 f 为 Rf 一 模 用 上 的 7 重 线性 型 ， 即 
f: Mn 一 >R， 
f; (a1, a1, ***, 01) | 一 >2， 
其 中 cy EM(i=1，2,，…, 7)，a ER， 使 得 
fC ka’ + lar, :7) =kf Ge, se ) + If ,ar ,ee) 
对 任意 的 k,1 ER; a’，ar EM。 
如 果 对 任 一 置换 gE5.， 均 有 
of(ai,a2,°%, ar)=f(Go 6 00 069900 0 ) 
=f(ai, a2,°%, ar) ， 
则 称 f 为 模 M 上 对 称 的 > 重 线性 映射 。 
如 果 对 任 一 置换 vES,、 均 有 
flas ww, Qe, *, Gorn)=sgnof(a,as, ar) 
则 称 f 为 模 M 上 反对 称 的 7 重 线性 映射 ， 其 中 sgno 是 置换 o 的 
符号 ， 规 定 为 sgno = (一 1) !，t 为 置换 o 的 反 序数 。 
如 果 ， 当 i#*j 而 ci =ai 时 ， 均 有 
flai, was Gis ar)=0， 


则 称 f 为 模 履 上 交错 的 7 重 线性 映射 。 


例 1 令 M={F:®) =F OF"O...®D 也 ， 为 


任 一 数 域 .而 映射 
人 f: M—>F, 
f, (a1,02,° ,01) [|—>a, 
其 中 
=(a11, Q12, ***, a1n), 
G2=421, A22, ,A2n), 
Ce= (Zel，Cnz，…，Cnn)， 
Ql 012 ”01 
Gal G22 “*° Za 
=| 。 =|4|，4= (ai;) 
Gn1l Un2 ”0ns 
即 a 是 以 cl，c:，…， an 依次 做 行 得 到 的 * 阶 方 阵 4 的 行列 
式 之 值 。 
不 难 验证 ,映射 了 是 一 模 "上 反对 称 的 、 交错 的 重 
线性 型 ， 


例 2 令 M=R2 = {(a, 5)1o，5ER},R 为 任 一 有 便 等 
元 素 的 交换 环 。 而 映射 
FM = 有 RdR >R, 
fs (ai, 4a12), (as1, 012)) [> a -412021 
于 是 容易 验证 映射 了 是 R 一 模 Rh 上 反对 称 的 交错 的 2 重 线性 
型 。 2 重 线性 型 通常 也 叫做 双 线性 型 。 
定理 2 设 R 为 有 恒 等 元 素 的 交换 环 . 1 与 N 均 为 R_ 模 ， 
令 f 为 M 上 的 任 一 7 重 线性 映射 则 有 ， 如 果 f 是 交错 的 那么 / 必 
为 反对 称 的 。 
证 首先 考虑 o 是 一 个 对 换 的 特殊 情形 。 令 o=(i7) ， 去 证 
gflais "says ss) = sgnof ar Gi ay) 
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即 - 
jc Qa ss Co 0 9 7) 
= 一 下 ai 0 0 ) 
取 ci =ai +aio， ai=ai +cai。 由 /是 交错 的 ， 则 有 
0 = 大 py Qi/ 十 Ci Qi 二 Qi0y…) 
= 用 CiG dn 
+fC:.. sr a ， 2 +fC:: a Qi 
= 大 Qi 0) +f 0 
从 而 
六 (Gai0yQi0 3 = fa sa ) 
即 
of(a1s° 0 0 0) = Sgnof ee, Gs 0 ) 
对 于 o 是 任意 的 奇 ( 偶 ) 置换 的 情形 ， 因 为 o 可 以 表 成 奇 ( 侦 ) 
数 个 对 换 的 飞 积 ， 所 以 也 有 
of(aiyaz，…Qar)=S810fCalyas，… 0.) 
定理 3 设 了 为 任 一 有 恒 等 元 素 的 交换 环 ，eER。 那 么 在 模 
RS 上 存在 唯一 的 交错 的 ” 重 线 性 型 ， 
(Rn ) (9) 一 > 人 及， 
使 得 fCe1,e;,…,2,)=a。 其 中 
e1=(1,0,0,.,0), 
22=(0,1,0,.,0), 


ea=(0，0，0，…1) 。 
证 首先 证 明 唯一 性 ， 即 在 模 〈 尺 4”) ”上 至 多 只 能 有 一 
个 交错 的 n 重 线性 型 [使 得 
flei,e2, me 85)= a 
事实 上 ， 如 果 了 是 模 R'” 上 交错 的 n 重 线性 型 ， 那 么 对 于 
任意 的 aiyaz，…yaeERS 2， 则 有 


= CGII8I 十 Gil282 十 … 十 GinEuy 


*，100， 


Qs=a2181+A42282 + +raEs 


Qn=an1E1 tan2E2 + "+annEn 


其 中 zj ER，1<i,， jn, 于 是 
{aersed) sh Boen Pty ee 


= p> 2 10212 "Gataf ess E10 1)。 
jf min 


由 于 7 是 交错 的 ， 所 以 在 上 述 的 和 式 里 只 有 当 站 ，j,,，…, ji, 彼 
此 不 同时 才 可 能 有 不 等 于 零 的 项 出 现 。 而 当 六 7，…7。 彼此 不 
同时 ， 根 据 定理 2 ， 可 知 
fles,, ey2» 3 810) = CD tain fle,es,", en) 
从 而 就 有 1 3 
jayasy… ,0 之 (- 1)55114272211 1023 2 GasF(2iy 
了 四 ES a 
. ee ,Es) 


再 由 fle1,Es，…,2,)=a， 便 得 


jciyaa，…yan) = Dsgnoaaro on) ase (2) dng Cm) (1) 
“oes, 


fla1,as，…,an) 的 这 个 吉成 代数 和 的 表达 式 说 明 f(a1 ,a,,…， 
cs) 是 由 Q1，a:，…,as 与 4 所 唯一 决定 的 。 即 在 模 R" ?上 对 
自然 “ 基 元 素 ”e1 ,2,，…,e。 的 值 为 a 的 交错 # 重 线性 型 如 果 
存在 的 话 ， Sn 同时 f 可 以 表 成 《1) 式 那 样 的 代数 和 的 
形式 。 

”其 次 指出 模 R'， 上 必 有 交错 的 x 重 线性 型 。 为 此 ， 由 唯一 
性 的 证 明 可 以 想到 ， 只 须 验证 由 《1》 式 记 定义 的 映射 必 合 所 
求 就 行 了 。 

事实 上 明显 可 见 ，〈1) 式 确实 具体 地 定义 了 一 个 〈R ee ) 5 
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到 R 的 映射 1。 为 了 验证 是 线性 的 ， 不 失 一 般 性 ， 可 令 
ai=ahi8li+alias8s + +alnen, 
aT=ar181+aT282 + +alnen 
则 有 
aital= Catal )ert (a tal)ert 十 (Qin 二 fn)2n 


于 是 ， 由 映射 的 定义 式 1) ， 可 知 


2 
fla\, ar)°,0) = Dsgnoaa’ io cw co 
es。 


Ang 


f(a1r,0s,*, 41)= Dsgnoaais (1) G20 62) 
gESh 


从 而 对 k，LER， 可 得 


(Une (mn) 


flkar’ +larr, a2 0) 


= Dsgnoalato tb +aro un) )aso cz) "dno Cm 
res 


， 
各 Dsgnaaka's CD G20 (2) Ano tn) 
veSn 


+ Dsgnoalat ey cao 2) CC 
DoESw 
= 有 (ai ai，…yCe) + lf (at, G2 yyQe) 
”这 就 证 明了 映射 了 是 模 R'" 上 的 7 重 线性 型 。 
最 后 ， 我 们 还 要 证 明 当 i 关 j 而 ci = QJ 时 ,flQ1*…,01，*…， 
…,0,) =0, 即 f 也 是 交错 的 .为 了 简便 ,不 失 一 般 性 ， 取 i = 
rr j= 2。 令 p= (12) 。 于 是 ,含有 nl! 个 元 素 的 4 阶 置换 的 集 
合 S。 就 可 以 分 解 成 21/2 个 2 元 子 集 的 并 集 ， 


S,.= U {0o, op} 
gEAn 


其 中 4 为 n 阶 偶 置 换 的 集合 ,与 此 相应 的 ,在 n 重 线性 型 1 的 定义 
. 102 . 


式 (1) 的 zl 个 项 中 ， 对 应 于 每 一 个 偶 置 换 oE 4 的 项 为 

SENOAQ lg CD O20 (2 "Ang te) 

= +aQdie(D A20 (2 "Ung km) 

同时 就 有 唯一 的 对 应 于 奇 置换 op 的 项 为 

SENGP a Arup (Cl) Urap (2) "Gnap (n) 
由 于 at= cs, 所 以 atocb=axccdb，， Gio = 。 并 且 
p(1)= 2，p(2) =1，p(3) =3，…，pPGD = 9 sgnop= 1， 这 样 
则 有 

SENOP a digp (1) Gaop (2) Gaop (n) 
"=~a a (G20 0) "Aug (a) 


= a Qe A202) "lng 


”由 此 可 见 ， 在 映射 的 定义 式 (1) 中 的 2l 个 项 是 两 两 相抵 消 的 。 
从 而 即 得 
flaisQ2 ,0a)=0, Ar= 02 
这 样 ， 又 证 明了 7 重 线性 型 也 是 交错 的 。 同 时 明显 可 见 ， 由 
1) 式 所 定义 的 映射 /使 得 
jely8a， eu)= 4 ， 
总 之 ， 模 局 上 使 得 f(e1,es，…,2,)= a 的 交错 n 重 线性 型 是 
存在 的 ， 并 且 可 以 表达 成 形 如 〈 1) 式 的 和 , 目 
由 于 Re 中 的 元 素 都 是 环 R 上 的 7 元 序列 ， 从 而 (R'” "中 
的 元 素 (ciycz，… Zn) 恰好 确定 一 个 入 上 的 =” 阶 方 阵 : 
QU1 G12 *** lA1n 
A=| 21 O22 02 
Gel Ga2 Gan 
其 中 ai =(eil aia ，…，ais)，1=1，2，…， 1 。 并 且 对 于 
M。(R) 中 的 每 一 阶 方 阵 4 = (cij) ， 也 都 存在 《Re ) "中 
的 一 个 元 素 (zc:，w:，…，zs)， 使 其 按 上 述 方式 〈 以 <, 的 分 量 
做 为 第 i 行 〉 所 确定 的 方 阵 就 是 已 给 的 ” 阶 方 阵 4= (ai 。 确 


* 1038 


切 地 说 ， 就 是 在 映射 9 之 下 ， 

9: (01, 02, *, 0a) |—>A=(a;1) 
其 中 ai = (ai Cia 7 Gin), i=1, 2, sn, (RY) 
与 M,(R)》 是 模 同 构 的 。 因 此 ， 模 R'” 上 的 任意 一 个 2 重 线性 
型 f 均 可 认为 是 履 ,(R) 上 的 线性 型 ， 此 时 其 变 元 自然 被 理解 
为 4 阶 方 阵 的 行 。 这样 ， 根 据 定理 3 ， 我 们 就 有 了 定义 2 阶 行列 
式 概念 的 依据 。 

定义 ” 设 R 为 有 恒 等 元 素 的 交换 环 。 我 们 把 定义 在 NM,(CR) 上 上 

并 且 满 足 

d(T,) =1R 《1s 为 阶 单位 阵 》 


的 交错 的 、x 重 线性 型 d 局 做 是 用,(R》 上 的 行列 式 函 数 ， 而 把 
元 素 d(4) ER 岂 做 是 阶 方 阵 4 的 行列 式 , 并 且 记 作 dC4)=141 
或 4(4)=]aiil, A4=(aii) 。 

容易 看 出 ， 高 等 代数 中 定义 的 z 阶 行列 式 是 上 述 行列 式 定义 
的 一 个 特殊 情形 。 并 且 ， 正 如 下 面 将 要 指出 的 那样 ， 在 高 等 代数 
中 讲 到 的 n 阶 行列 式 的 一 些 基本 性 质 对 上 面 定义 的 一 般 行列 式 来 
说 ， 多数 都 是 成 立 的 。 

定理 4 设 R 为 有 恒 等 元 素 的 交换 环 ，4 与 B 为 任 二 n 阶 方 
阵 ， 则 有 

(1) 模 M。CR) 上 的 每 一 个 交错 的 n 重 线性 型 1 均 是 全,(R) 
上 行列 式 函 数 4 的 “常数 ” 售 ， 即 

f=ad, a€ER 

并 且 这 个 4 是 唯一 确定 的 。 

(2) MM,《R) 上 的 行列 式 函 数 d 可 以 表 成 如 下 的 zl 项 的 代 
数 和 * 


da(A)= Dseno Qig (ll G20 (2) Ong cn) 


sesSs 


14= DD i a ,asi, 
jia™ineSs 


其 中 jj 是 ( ) 的 简写 ， 面 rcin 1 1 …7] 为 


12…j 的 反 序数 ， Se 过 
(3) 141=14| 
(4) 14B1= 14|.13| 
(5) 如 果 4 是 可 逆 和 矩阵 ， 那 么 14| 是 R 中 的 可 逆 元 素 。 
《6) 如 果 4 与 B 相似 ， 即 3= P4P-!， 那 么 4| = 13| 。 
证 令 f 为 及,(R) 上 的 任意 一 个 交错 的 nn 重 线性 型 ， 使 得 
f(T,)=a，I， 为 n 阶 单位 阵 。 
于 是 ， 容 易 验 证 映射 
ads Ms(CR) 一 >R， 
ad: 4| 一 >cd(4)， 
是 模 M,(R) 上 的 一 个 交错 的 # 重 线性 型 ， 并 且 使 得 
ad(I,)=a 
从 而 由 定理 3 的 唯一 性 结果 ， 可 知 
f=ad . 
由 此 ， 同 时 也 就 表明 了 a 的 唯一 性 。 这 样 ，《1) 被 证 明了 。 ， 
《2 ) 只 是 定理 3 的 存在 性 对 于 f(1,) = 1 的 特殊 情形 ,这 
里 为 了 更 加 突出 起 见 又 重新 强调 一 遍 就 是 了 。 2 
(3) 令 4=(ci ，4 =(c) ， 则 有 eii=cii 由 于 
R 是 交换 环 ， 所 以 每 一 个 乘积 


CL 
均 可 写成 

G1410212"" Ani 
于 是 ， 如 果 o 是 置换 o(k) =is， 那么 o :是 置换 ，o 1(k) = 六。 


‘05 ， 


如 


这 样 就 有 


区 
14 1= 3 sgnocso cw caoto…cootm 
oeSs 


= sgnoao ny de son 
vese 


沁 SENO las ol oy Qo-l cs Ano-l (ny 
eles, “… 
=14| 
《4 ) 我 们 考虑 模 M。(R) 上 的 一 个 映射 
f: M.(R)—>R, 
f: CI—>1cB]. 
我 们 注意 到 ， 如 果 阶 方 阵 C 的 行 依次 为 a1，a2，…，ar 而 
B1，Bs，…,B，, 依 次 为 n 阶 方 阵 B 了 的 列 ， 那 么 乘积 CB 的 第 i 行 就 
是 
ai8 QiBi, *…, aiB,, 
据 此 不 难 验证 上 述 之 映射 了 是 用 .(R) 上 的 一 个 交错 的 ” 重 线 性 
型 。 于 是 由 刚 证 明 的 《1)， 则 有 
| f=ad, 
其 中 4 为 HM,(R) 上 的 行列 式 函 数 ，4 是 由 f 所 唯一 决定 的 R 中 元 
素 ， 
这 样 就 有 ，Y¥CE 肪 ,(R) 
ICB| =f(C) =ad(C)=alCl. 
特别 地 ，|B| =11,B1=alI,| = a4。 从 而 便 得 
14B| =alAl=18B1:14|l=141°18]1 
(5) 如 果 4 是 可 道 甜 阵 ， 则 有 A447!=I,。 于是， 由 《4) 
则 有 
hi 1411= 14471| =11,1=1n, 
可 知 |4| 为 环卫 中 的 可 逆 元 素 。 
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[Se 


Na 


一 如 


(6) 如 内 4 与 B 相似， 则 有 B=PAP-!。 从 而 ,由 《4) 
以 及 R 为 交换 环 ， 便 得 
1BI=IPAP™!|=|Pl:|Al*:| P| =14!. 时 
定理 5 设 R 为 有 恒 等 元 素 的 交换 环 。 则 有 
(1) 如 果 ? 阶 方 阵 3 是 由 交换 4 的 两 行列 ) 而 得 到 的 ， 
那么 
- 18|=- 14. 
《2) 如 果 n 阶 方 阵 B 是 把 4 的 菜 一 行 《 列 》 乘 以 而 得 
到 的 ，kE R， 那 么 
1 引 = 对 41。 
(3) 如果 阶 方 阵 B 是 把 4 的 第 i 行 ( 列 ) 的 某 个 倍数 加 
到 第 7 行 〈 列 ) 上 而 得 到 的 (i 到 j)， 那 么 
181 =141, 
， 《4) 如 果 4=(a41) 是 三 角形 矩阵 ， 即 
all ais "din 


A=| 0 22 ass 


» 。 。 |、 ， 
\0 0 ass 
或 者 
{gp :0. :Oe 


=| al aa 0. 
Qnl Gus Ons 
那么 |4| = airpsa…cuns ee 
证 ， 令 a1，asss0o 是 4 阶 方 阵 4 的 # 个 行 ， 因为 行列 匠 
函数 4 是 交错 的 , :由 定理 2- 可 知 d 是 芭 对 称 的 ,这样 ,如 果 ;8B 是 交 
换 4 的 i 与 两 行 而 得 到 的 n 阶 方 了 泗 ， 则 有 ， 
1B} =dCais 21 
= -das0i9"" 二 一 4 
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即 (1) 成 立 。- 
《2 ) 是 行列 式 函 数 4 的 线性 性 质 的 特殊 情形 。 下 面 证 明 
(3) 成立 ， 令 4 阶 方 阵 B 是 把 4 的 第 ; 行 的 上 倍加 于 第 7 行 上 
而 得 到 的 (i < 站 ， 则 有 


| =d(, ais ha + Gis) 
(CC 
| 
最 后 证 明 《4 〉 成 立 。 由 4 是 三 角形 阵 ， 可 知 
qari=0，, 当 j<i 
或 者 a1;=0， 当 ji 
这 样 ， 对 任意 置换 o 关 (1) 时 ， 必 有 cioibease…ancte 
= 0， 从 而 


[EDA EB 
pr 


定理 5 所 指出 的 行列 式 性 质 表 明 ， 可 以 通过 行列 式 的 变换 来 
简化 行列 式 的 计算 。 特 别 地 ,如 果 R 是 域 ,那么 对 于 每 一 个 4 阶 方 
阵 4 来 说 ， 它 的 行列 式 |4| 都 可 以 直接 归结 为 一 个 三 角形 矩阵 的 
行列 式 去 计算 出 来 。 这 其 实 是 高 等 代数 中 的 一 个 重要 事实 。 再 
有 ， 不 论 在 理论 上 或 应 用 上 都 很 重要 的 展开 定理 ， 对 这 里 定义 的 
一 般 行列 式 来 说 也 是 成 立 的 。 为 了 指出 这 个 事实 ， 我 们 需要 做 如 
下 的 一 些 准备 。 

设 4 为 环 R (有恒 等 元 素 、 交 换 ) 上 的 m xn 矩阵。 对 任意 一 
- 个 k，1<k<m 1<k<n， 那 么 由 4 的 个 行 与 个 列 的 交叉 位 置 
处 的 如 个 元 素 ( 按 它们 在 4 中 的 位 置 顺序 ) 做 成 一 个 下 阶 方 阵 T， 
把 大 阶 行列 式 |T| 叫做 矩阵 4 的 一 个 t 阶 子 式 ， 特别 地 ， 当 A4 是 x 和 阶 
方 阵 时 ,4 中 去 掉 子 式 T 所 在 的 k 行 与 列 之 后 ， 余 下 的 # 一 个 行 与 
nn 一 上 个 列 顺 便 也 产生 4 的 一 个 x- 阶 子 式 加 ， 称 [| 为 子 式 
四 | 的 余子 式 。 其 实 IT 与 代 | 是 互 为 余子 式 的 。 
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设 4 为 n 阶 方 阵 . 任 取 A4 的 (i，j) 位 置 处 的 元 素 cf。 于 是 
一 阶 子 式 1aw| =a1; 汐 余子 式 是 4 一 1 阶 行列 式 ， 记 作 |4131。 
我 们 把 
C- Drildis! 
叫做 元 素 aij 的 代数 余子 式 。 从 而 由 nz 个 元 素 61; 的 各 个 代数 
余子 式 〈 共 有 n: 个 ) 确定 一 个 阶 方 阵 
A*=(b43), Di =(-1)1314。 
称 这 样 确定 的 4 阶 方 阵 4* 为 4 的 伴随 矩阵 。 移 阵 4 的 伴随 矩阵 
A* 的 一 个 值得 注意 的 显著 特点 就 是 4A* 的 各 行 元 素 依 次 是 矩阵 
4 的 各 列 元 素 的 代数 余子 式 。 
定理 6 设 R 为 有 恒 等 元 素 的 交换 环 ，4E MM,(R)， 则 有 


(1) 14 =C-Ditia lA +C-1)tias [43] + 
+(-D"tia,j |4,], 
I4 =C-Ditiar Ai +(—D'+ai, 141s [+ 
+(—)'+"ae di 
其 中 1<j<n, 1<i<n, 
(2) CGC-Ditiass A +C—1)?tia,i| A2y | +. 
+(—1)"tiani dj = 0, 
C-Ditiay Ar) +C—-Dit?ajs di + 
+(—1)*"as dis| =0， 


其 中 1<i，j<n, 但 1) 

证 首先 ， 我 们 根据 行列 式 的 定义 来 证 明 〈1 ) 的 第 一 个 等 
式 成 立 ， 即 行列 式 |4| 的 按 列 展开 公式 。 为 此 ， 我 们 考察 M。(R) 
到 R 的 映射 ， 


:A=(a11) 元 (-1)35+1asy |4sil 
S-1 ， 


我 们 去 证 这 个 映射 9 就 是 M ,CR) 上 的 行列 式 函数 。 
先 指出 映射 9 是 交错 的 。 令 a:，ca，…，a 依次 是 4 的 2 个 
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行 。 如 果 有 ck = e,，1<k<t<rn。 那么 可 有 , 当 -? 关 5 时 ， 
4 一 1 阶 行列 式 
Il4sil =0, 
这 是 因为 ,此 时 14sy| 中 有 两 个 行 是 相同 的 缘故 。 当 s = 时， 行 
列 式 Mi 可 以 由 行列 式 |4, ;| 依次 把 第 上 行 与 第 +1，…， 第 
t 一 1 各 行 相交 换 而 得 到 。 这 个 过 程 一 共 做 了 t+- Ck+1)=t-k-1 
次 行 的 交换 ， 从 而 由 定理 5， 可 得 
[4 =C—1)*"t 14, 
由 此 便 得 
P(A) = I)tiasi di +C—1) :+a ld 
把 14%j| 用 14,| 的 表示 式 来 代 状 ， 以 及 asj =a,1， 则 有 
9A)=a CC—DtitlA + C1 1A, ) 
一 ie。O=O。 
这 就 证 明了 9 是 交错 的 。 
其 次 证 明 中 是 重 线性 的 。 如 果 4 的 第 > 行为 
ar,=kas +ia”, 
用 B=(bi1) 表示 各 行 依次 为 
CI 9 rts Cr CQr+l 
的 2 阶 方 阵 。 
用 C = (cy) 表示 各 行 依次 为 
ai ar ar 
的 2 阶 方 阵 。 往 证 ，9(4) =kgp(B)+l1p(C》 
为 此 ， 我 们 具体 观察 4 的 第 7 列 元 素 
“ar ta 02 01 **, Qej 
的 各 个 余子 式 ld， =1，2，…，m。 
当 i=r 时 ， 则 有 
ld 让 = Bi = ic， 全 
即 此 时 元 素 4,1、br1、 cri 在 4、.B、C 中 的 余子 式 是 一 致 的 。 从 
而 ， 由 于 evy = 好 it+ie 则 有 
+ 110， 
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eri lAril =Ckbos +les) di 
= 有 Bi + le,; IC, sl . 

当 i 关 7 时 ,显然 有 oj =b1j; =c43y。 并 且 ;41; 的 余子 式 Li | ， 

作为 2- 1 阶 行列 式 ,关于 它 的 每 一 行 都 是 线性 的 v 因此 3 可 得 ， 
4 =k B14 +7 IG, il 

从 而 便 得 
af |A1il =arstk lB +7 Ci ) t 

=kb1s [Bi + lcs ICisl 。 
这 样 就 有 和 
2 gC(A)=kp(B) +IP(CY, 

即 9 是 n 重 线性 的 .:  、 

最 后 ， 当 4 =T。 时 ， 明 显 可 知 9(1,)=1r。 总 插 以 上 记述 ， 
证 明了 9 是 行列 式 函 数 ， 即 (1 ) 中 的 第 丰 个 地区 于 作客-= 个 
1J (1 和 ) 和 2 都 成 立 。 

利用 转 置 矩阵 的 行列 式 不 变 ， 可 知 (1) 的 第 一 个 等 式 对 人 
意 的 i(1<i<n) 者 成立。 

下 面 证 明 (2 〉 中 的 两 个 等 式 成 立 。 

已 知 4= (oj) ， 行 向 量 依次 为 aly 4s,.…，Q,。 令 D= 
(dp)， 它 的 行 向 量 依次 为 @1 04-1， Qj Qit1s Qj， 

cn。 于是， 对 每 一 个 [， 均 有 

dis=ass=dis 
出 于 行列 式 的 交错 性 质 ， 显 然 有 |D| =O。 于 是 
CDitianlAil + 一 1)8142018 i + 
+(—1)tt"a, di 
=(— DtidiilDil +C— 1)i+?4d, 1D; + 
+(~1)!+"di, Di 
= ID| = ; 
这 就 证 明了 《2 〉 中 的 第 二 个 等 式 成 立 。 利 用 转 置 矩阵 的 行列 式 
不 变 ， 可 知 (2) 的 第 一 个 等 式 也 成 立 。 目 
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推论 1。4e4= 4T。=44*# 
2。4 是 可 道 抢 阵 < 所 > [4| 是 环 R 中 的 可 逆 元 素 。 
3。4 是 可 道 和 矩阵 专 祖 存 在 矩阵 B， 使 得 48B= T。< 和 > 存在 
和 矩阵 C， 使 得 C4= T。。 

事实 上 推论 1 是 定理 6 的 矩阵 表现 形式 。 

推论 2 的 必要 性 已 如 定理 4 之 〈5) 所 述 。 而 当 |4| 是 环 及 
的 可 逆 元 素 时 ， 由 推论 1 可 知 矩 阵 141" :4* 就 是 4 的 逆 阵 ， 即 

41= 14| 44 

推论 3 是 推论 2 的 推论 。 重 

定理 6 (1 》 中 的 两 个 式 子 通常 叫做 行列 式 的 按 列 ( 按 行 ) 展 
开 式 。 下 面 讨论 行列 式 展开 式 的 一 般 形 式 ， 即 熟知 的 拉 普 拉 斯 定 
理 ， 它 是 定理 6 (1) 的 推广 。 

设 4= (aii) 是 环 R 《有恒 等 元 素 、 交 换 ) 上 的 阶 方 阵 。 
所 谓 4 的 行列 式 |4| =aER， 它 是 由 行列 式 函数 4 给 “ 自 变量 ” 
4 取 定 的 “ 瑞 数 值 ”， 

d(A)=a 
按 定义 ， 行 列 式 函 数 4 是 以 及,(R》 为 定义 域 ， 以 为 值 域 
的 一 个 函数 ， 满 足下 面 的 三 个 条 件 ， 
《1 ) 关于 每 一 个 行 4 都 是 线性 的 。 
(2) 关于 行 d 是 交错 的 。 
(3) 单位 阵 7 的 函数 值 等 于 R 的 恒 等 元 素 ，- 
dCTs) =1R。 

按 定理 3 ， 在 M (CR) 上 存在 唯一 的 行列 式 函 数 d。 

按 定理 4 ，M。(R) 上 唯一 存在 的 那个 行列 式 函 数 4 可 以 “ 构 
造 性 ”的 表达 成 一 个 代数 和 ， 

d(A)= Dsgno G1gt1) ag te) “Gnogtn)y 


或 者 acSn 
dM)= DD in gana, : 


118jineSn 
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我 们 把 这 个 代数 和 叫做 行列 式 函数 4 的 表达 式 ， 也 具体 地 叫 
做 二 阶 方 阵 4 的 行列 式 |4| 的 表达 式 。 对 于 表达 式 中 的 乘积 ， 
Qnr 12218001 
叫做 行列 式 4(4) 的 一 个 项 ， 同时 相应 地 把 符号 
GC-—1)" ie"in 
叫做 项 a41.041,…0n1， 的 符号, 这 样 ,明显 可 见 ， 行 列 式 人 
的 表达 式 有 以 下 特征 ， 
(1) nn 阶 方 阵 4 的 行列 式 d( 4) 的 表达 式 是 由 ?zl 个 项 构 
成 的 代数 和 。 | 
(2) 每 一 个 项 a1;,421,…ani， 均 由 阵 4 的 个 元 素 相 冬 
而 成 ， 并且 这 .个 元 素 
Gj 0a2712， sy Gnjn 
对 阵 4 来 说 ， 既 不 在 相同 的 行 上 也 不 在 相同 的 列 上 。 
(3) 项 a1j;,941,…4ni， 的 符号 由 列 下 标 j4， fa，…， 
构成 的 排列 
fijarjs 
的 奇偶 性 来 确定 。 当 排列 
7 7 7 
是 偶 排列 时 ， 项 ai jaiy,…asj。 前 边 的 符号 取 正 号 ， 当 排列 
万 7 7 
是 奇 排列 时 ， 项 a1y,4:1,…4n;。 前 边 的 符号 取 负 号 。 即 
+ ， 记 ja…is 为 偶 排 列 ， 


(—1)° i 1 2…fn] = 
一 ，71712 7 为 奇 排列 。 
% 阶 方 阵 .4 的 上 阶 子 式 | 工 | 也 叫做 是 行列 式 14| 的 4 阶 子 式 。 令 
IT1 是 子 式 加 | 的 余子 式 .如 果子 式 [7| 的 各 行 依次 是 4 的 第 六 行 ， 
第 i; 行 ,…, 第 ii 行 ， [T| 的 各 列 依次 是 4 的 第 ji 列 ， 第 i, 列 ，…， 
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第 姑 列 ， 那 么 称 
六 (- 1)! 1+12t™+t Mritist™+is |T| 
为 子 式 17| 的 代数 余子 式 。 
定理 7 ( 拉 普 拉 斯 定理 ) 设 在 阶 方 阵 4 中 任意 取 定 了 上 1 过 
k<n~1 ) 个 行 。 由 这 上 行 元 素 记 组 成 的 一 切 * 阶 子 式 与 它们 的 
代数 余子 式 的 乘积 的 和 等 于 4 的 行列 式 14| 
证 设 在 4 中 取 定 上 行 后 得 到 的 子 式 为 
IT1|, 17s|, ~ [Tsls 
它们 的 代数 余子 式 依次 为 
lS1l, 1821, », 18, 
这 样 ， 定 理 7 要 求证 明 
141= |TilelSi| + |Ts)e [S| + + IT ls, 
我 们 分 两 步 来 证 明 上 述 这 个 等 式 成 立 ， 首 先 指出 乘积 
加 1S,| ， 7=1，2，…，1 
中 的 每 一 项 都 是 行列 式 L4| 的 表达 式 中 的 一 项 ,而 且 符 号 也 一 致 。 
我 们 首先 讨论 T, 位 于 4 的 左上 方 的 情形 ， 


al alg a Qk QAN+L Gin | 
i T, ， 。 
CA Ch2 a Oph CN A+l Qn | 
14 nt 4 Atl2 GR+Lh Chrlh+L'®” esvia| 
8 . oe . . Tr . | 
| 9a1 Cn2. ”ang Qa jl lnn | 


此 时 子 式 17T"| 的 代数 余子 式 为 
[So] =C—1) tt ttm+h | | 
= [Tr 
上 阶 行列 式 1T ,| 的 每 一 项 都 可 写作 
EA 0859 5 
其 中 iaza… 是 1，2，…， 上 的 一 个 排列 。 从 而 这 一 项 前 面 的 
"114 。 


符号 为 
(—1)" ig) 
(一 上 阶 行列 式 | 未 ,| 的 每 一 项 都 可 写作 
QR+1 tts 18+2 nin? 和 
其 中 Pe SD 是 二 +I， 天 +2 yn 9 一 个 排列 。 从 而 
这 一 项 前 面 的 符号 应 为 
(DT 
其 中 js =js 一 ks=k+1, K+2, 1。 

于 是 乘积 民 ， 六 138,1 = 17 未， | 展开 之 后 的 每 一 项 都 有 以 

下 形式 ， 

G11 O21 GNIAR ft A + On 
它 前 面 的 符号 为 

(~—1)° it2"th) CC— 1) hi + i ny 

= (CI) mi te 和 二 和 有 

= Cl) Inia th Shr +a"i ny 
因此 ,乘积 |Tr1*15,| 的 项 都 是 行列 式 |4| 的 表达 式 中 的 项 ， 并 
且 符号 也 一 致 。 

其 次 ， 对 于 一 般 的 情形 ， pT, 不 是 恰好 位 于 | 闪 | 的 左上 方 ， 
我 们 可 以 通过 交换 行列 式 14| 的 行 、 列 的 办 法 ， 使 其 归结 成 为 上 
述 的 特殊 情形 。 从 而 ， 根 据 定理 5 之 〈1) 同样 得 到 ， |T,|。 
15,1 的 项 都 是 行列 式 |4| 的 表达 式 中 的 项 ， 并 且 符 号 也 一 至。 

第 二 步 我 们 来 考察 各 个 乘积 | 了 "| 13,| 的 项 数 。 

首先 ，|T,| 共 有 1 项 ，|5,| 共有 《x 一 有 D! 项 因此 ， 习 积 
1Pr1*HS,1 共 有 (nk)! 个 项 ， 并且 显 然 是 行列 式 |4| 的 表达 
式 中 的 有 (x 一)! 个 不 同 的 项 。 

其 次 ， 任 二 不 同 的 乘积 1T,1*15,| 与 17,1*1511, 7? 友 1， 它 
们 的 项 必 为 行列 式 141 的 表达 式 中 不 同 的 项 。 

再 次 ， 乘积 |7,1*15,| 的 个 数 
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n 
Ce He 
这 样 ， 这 x 个 乘积 总 共 的 项 数 为 
urkiCn—k)! =n! 
总 括 以 上 所 述 ， 定 理 7 ， 即 拉 普 拉 斯 定理 被 证 明了 。 重 
下 面 介绍 本 节 的 最 后 一 个 问题 ， 即 矩阵 的 相抵 关系 以 及 主 理 
想 环 上 和 矩阵 在 相抵 关系 之 下 的 标准 形 。 
设 R 为 有 恒 等 元 素 的 交换 环 。 
在 前 面 我 们 已 经 提 到 过 两 个 * 阶 方 阵 相 似 的 概念 。 令 4 与 B 
是 环 R 上 的 两 个 二 阶 方 阵 。 如 果 存 在 R 上 的 二 阶 可 逆 矩 阵 P， 使 得 
B=PAP-! 
则 称 4 与 B 是 相似 的 ， 简 称 4 与 B' 相似 。 
不 难 指出 ， 相 似 关系 是 7 阶 方 阵 的 集合 M。(R) 上 的 一 个 等 
价 关系 。 即 相似 关系 具有 以 下 三 条 性 质 ， 
(1) 反 身 性 ，4 与 4 相似 。 
(2) 对 称 性 车 4 与 B 相似 则 B 与 4 相似 。 
(3) 传递 性 ;车 4 与 B 相似 且 B 与 C 相 似 则 4 与 C 相 似 。 
其 中 4，B，C 为 M,《R) 中 的 任意 元 素 。 
这 样 ， 相 似 关 系 使 M,(R) 的 元 素 划分 成 类 ， 
4 与 了 3 分 在 同一 类 < 入 > 4 与 3 相似 。 
把 M。(R) 的 元 素 划 分 成 相似 类 ， 对 高 等 代数 中 的 线性 空间 与 线 
性 变换 理论 的 作用 及 意义 是 明确 的 、 重 要 的 《这 时 R 是 数 域 ) 。 
目前 对 一 般 情况 来 说 ， M。(RE) 的 相似 分 类 在 模 的 理论 中 同样 有 
非常 突出 的 作用 。 
现在 我 们 来 指出 矩阵 之 间 另 外 一 种 更 为 一 般 的 关系 一 一 相抵 
关系 。 
设 4 与 3 是 任意 两 个 mx x 和 矩阵 〈 不 必 是 m = ) 。 如 果 存 在 
nn 阶 可 逆 符 阵 P 和 z* 阶 可 逆 矩 阵 O， 使 得 
B=PAQ 
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则 称 4 与 3 是 相抵 的 ， 简 称 4 与 B 相 抵 。 
不 难 指出 ， 相 抵 关 系 是 一 切 m x 矩阵 的 集合 Ma a《(R) 上 的 
一 个 等 价 关系 ， 即 相抵 关系 也 具有 以 下 三 条 性 质 ， 
《1) 反 身 性 ，4 与 4 相抵 。 
(2 》 对 称 性 车 4 与 相抵 则 B 与 4 相抵 。 
(3) 传递 性 ， 若 4 与 B 相 抵 且 3 与 C 相 抵 则 4 与 C 相 抵 。 
其 中 4，B，C 为 Mm,《R) 中 的 任意 元 素 。 
这 样 ， 相 抵 关 系 使 Mam，《R) 的 元 素 划分 成 类 ， 
4 与 B 分 在 同一 类 <>4 与 3 相抵 。 
把 Mnxw(CR) 的 元 素 按 相抵 关系 划分 成 类 的 重要 作用 和 意义 在 高 
等 代数 中 已 经 得 到 相当 明显 、 突 出 和 充分 的 体现 。 同 样 地 ， 在 模 
的 理论 中 矩阵 的 相抵 关系 与 相抵 类 也 扮演 着 重要 的 角色 。 
抵 阵 的 相抵 分 类 与 相似 分 类 在 线性 代数 的 理论 中 之 所 以 具有 
这 般 重要 的 作用 和 意义 ， 关 键 在 于 ， 在 相应 的 分 类 之 下 使 得 每 一 
个 类 中 均 存 在 着 唯一 的 一 个 所 谓 的 “标准 元 素 ”， 它 具有 简单 、 
典型 和 规范 的 特性 。 关 于 相似 分 类 的 标准 形 问题 放 在 后 面 去 讨 
论 。 现 在 我 们 考虑 主 理想 环 R 上 mx 矩阵 相抵 分 类 的 标准 形 问 
题 ， 
首先 ， 象 在 高 等 代数 中 讨论 矩阵 的 相抵 标准 形 一 样 ， 引 用 初 
等 矩阵 和 初等 变换 的 概念 是 方便 的 。 我 们 把 以 下 三 种 形式 的 方 阵 
统称 为 初等 矩阵 ， 
I 。 消 法 矩阵 


其 中 ER， 在 Tii(b) 的 〈i，7 位 置 ，i 半 j。 
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下 。 倍 法 矩阵 


| 0 
1 i 
DiCo = u | 


其 中 wuER ， 是 可 递 元 素 。 
夏 。 换 法 和 矩阵 


这 三 种 类 型 的 初等 矩阵 与 高 等 代数 中 的 初等 矩阵 是 完全 一 致 的 。 
值得 注意 的 只 有 一 点 ， 即 在 倍 法 矩阵 D;(w) 中 ， 元 素 4 不 是 一 般 
的 非 零 元 素 而 是 环 R 中 的 可 道 元 素 。 
不 难 验算 
TBT (~6)=I=T, 一 TCD 
DD = T= DI Ds 
Pis? =1, 
其 中 了 为 单位 方 阵 。 这 玫 明 初等 拓 阵 均 为 可 进 吞 和， 并 且 它 们 
的 逆 阵 也 是 同一 类 型 的 初等 矩阵 。 
再 有 ， 对 任 一 mxz 和 矩阵 4， 用 一 个 mx(z) 阶 的 初等 算 阵 从 左 
( 右 〉 边 去 乘 4 将 得 到 怎样 的 一 个 矩阵 B， 是 众所周知 的 。 我 们 
就 不 著述 了 。 相 应 地 ， 叫 做 对 4 的 行列) 做 一 次 初等 变换 ， 例 
如 ， 
T4111(b)A=B 
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时 ， 就 说 对 4 的 行 做 一 次 消 法 变换 T, (5) 得 到 B。 再 如 
AD(u)=C 
时 ， 就 说 对 4 的 列 做 一 次 倍 法 变换 Di(w》 得 到 C， 显然 ， 对 4 做 
初等 变换 得 到 的 阵 都 是 与 4 相抵 的 。 
现在 就 来 证 明 重 要 的 
定理 8 设 RR 是 主 理想 环 ， R 上任 一 mx 矩阵 4 必 相 抵 于 
如 下 的 对 角形 阵 ， 


人 
diag{divday yd 0 = vd 


1 0 


1 


其 中 di 关 0 生 dijdsl|d,, i=1, 2, 7。 

显然 ,这 个 定理 8 是 高 等 代数 中 用 初等 变换 简化 一 一 矩阵 为 
标准 形 相应 定 班 的 一 般 化 .证 明 的 思路 与 方法 二 者 完全 类 似 , 称 定 
理 8 中 的 对 角形 阵 为 法 对 角形 。 这 样 ， 定 理 8 的 意思 是 ， 对 于 主 
理想 环 尽 上 的 xz 矩阵 来 说 ， 每 一 个 相抵 类 中 都 只 少 有 一 个 相 
当 简 单 、 典 型 和 规范 的 年 阵 一 一 法 对 角形 。 换 个 说 法 也 就 是 主 理 
想 环 R 上 的 每 一 个 mxn 和 矩阵 4 都 和 某 一 个 法 对 角形 阵 相 抵 。 

定理 8 的 证 明 。 我 们 分 两 种 情形 来 考虑 ， 

1) R 是 特殊 的 主 理想 环 一 一 欧 氏 环 。 这 时 R 很 象 域 上 的 
多 项 式 环 FCA]，R 中 每 一 个 非 零 元 素 4 均 有 一 个 象征 性 的 “次 
数 ”6Ca) 一 一 非 负 整数 ， 并 且 能 象 多 项 式 一 样 做 带 余 除法 。 正 因 
为 这 样 ， 此 时 定理 8 的 证 明 与 大 家 相当 熟悉 的 高 等 代数 中 相应 定 
理 的 证 明 几 乎 完全 一 样 。 从 而 不 会 感到 有 什么 困难 。 

具体 做 法 如 下 ， 著 4= 0 ， 这 时 没什么 要 说 的 ， 可 以 认为 定 
理 8 的 结论 自然 是 对 的 。 如 果 A4 去 0, 那么 必 有 4 的 元 娄 41s 志 0， 
县 si ;的 “次 数 ”6《a1;) 筷 4 中 其 它 非 零 元 素 的 “次 数 ”。 利 用 


*。119。， 


换 法 变换 ， 可 将 这 个 ct 移 到 第 一 行 、 第 一 列 的 位 置 。 于 是 ， 当 
4 关 0 时， 总 可 以 假定 a11 去 0， 且 “次数”6《a11) 小 于 或 等 于 
4 中 其 它 非 零 元 素 的 “次 数 ”。 这 时 ， 如 果 第 一 行 的 其 它 元 素 都 
能 被 a11 整 除 ， 那 么 利用 消 法 变换 可 把 第 一 行 除 a1 以 外 的 元 素 
都 化 简 为 0。 如 果 第 一 行 有 元 素 ci 不 能 被 a11 整除 ， 于 是 按 欧 
氏 环 了 中 的 带 余 除 法 ， 则 有 
Qip =a1gs tr1ss O713)<oO(a11), 

这 样 ， 利 用 消 法 变换 把 (1，£)》 位 置 的 元 素 a1; 化 为 r1*。 接 着 
再 利用 换 法 变换 把 r1。 换 到 第 一 行 第 一 列 的 位 置 。 

由 于 欧 氏 环 R 中 非 零 元 素 a 的 “次 数 ”6(a》 是 非 负 整 数 ， 它 
不 可 能 无 限制 的 降低 下 去 ， 因而， 我 们 重复 上 述 的 办 法 ， 总 可 以 
把 第 一 行 除了 第 一 列 位 置 的 元 素 外 ， 其 它 元 素 都 化 简 为 0。 对 4 
施行 上 述 变换 的 每 -- 步 骤 所 得 到 的 新 阵 与 原 矩 阵 4 都 是 相抵 的 。 

用 类 似 的 办 法 化 简 第 一 列 ， 同 样 可 把 第 一 列 除 第 一 行 位 置 的 
元 素 外 ， 其 它 元 素 都 化 简 为 6 。 从 而 得 到 与 4 相抵 的 矩阵 ， 


bi 0 … 0 \ 

0 bs … bsn | 
B= 

» | 

0 bns bnn / 


把 以 上 办 法 再 用 于 和 抢 阵 


{ bi: bs 


B, =| . 
Po 

这 时 所 需要 做 的 初等 变换 并 不 影响 矩阵 B 的 第 一 行 与 第 一 列 。 于 
是 ， 可 以 得 到 与 B ， 从 而 也 就 与 4， 相 抵 的 具有 以 下 形状 的 矩 


阵 ， 
eaTI20。 


| 0 c::0 0 
C=|。 0 css Ey 

| . 

10 0 cn 全 


这 样 继续 做 下 去 ， 经 过 有 限 次 的 初等 变换 ， 最 后 得 出 与 4 相抵 的 
对 角形 阵 ， 


Cs 0 


、\ 


C1= Cr 


{et | 


-一 
So 
2 
b= 
Sea 


其 中 ce 关 0，1=1，2，…，7y。 
在 此 基础 上 ， 我 们 希望 通过 初等 变换 ， 把 对 角形 阵 C, 进 一 步 
化 简 ， 使 之 满足 
CN NN er, 
地 对 角 线 上 的 元 素 自 .上 而 下 的 依次 能 整除 。 
如 果 尚 且 ;不 能 整除 cj，i<7j。 那 么 可 令 
cj =C1d4 +7y, or1)<oCci)。 
于 是 ， 可 得 相抵 于 Cl: 〈 从 而 也 相抵 于 4) 的 矩阵 


(< 


Cu"Cy 
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用 若干 次 适当 的 初等 变换 ， 又 可 把 C: 化 简 成 


~ 
~ 


Cs= we 


0 
以 上 过 程 表明 ， 通 过 有 限 次 适当 的 初等 变换 之 后 ， 一 定 能 够 得 到 
一 个 对 角形 阵 ， 


且 满 足 由 NdaNNNd。 

到 此 已 经 证 明了 ， 当 R 是 特殊 的 主 理想 环 一 一 网 氏 环 时 ， 

卫 上 的 mwxn 矩阵 4 必 相抵 于 一 个 法 对 角形 阵 ， 
diag{di, da pe dy 0， 0}, drNdaNOeNNdr 

2 ) R 是 一 般 的 主 理想 环 .现在 有 了 1》 的 推理 过 程 ， 对 这 
一 般 情形 也 就 容易 做 到 心中 有 数 了 。 这 时 我 们 使 用 元 素 的 “长 
度 ” 来 代替 上 面 的 “次 数 ”。 

把 主 理想 环 R 中 的 非 零 元 素 a 分解 为 不 可 约 元 素 的 乘积 ， 
根据 因子 分 解 唯一 性 定理 ， 在 a 的 这 样 的 分 解 式 中 不 可 约 因 子 的 
个 数 是 由 a 所 唯一 决定 的 。 把 这 样 一 个 确定 的 正 整 数 叫 做 元 素 4 的 

4 长 度 ”， 并 记 作 Kec) 。 当 4 是 主 理想 环 R 中 的 可 北 元 素 时 ， 
规定 4 的“ 长度” 为 I(a)= 0。 
于 是 ， 辣 1) 的 情形 一 样 ， 我 们 可 以 假定 非 零 矩 降 4 中 元 素 
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411 咏 0， 而且 其 长 度 1Ca11) 小 于 或 等 于 4 中 其 它 非 零 元 素 的 
长 度 。 如 果 4 中 第 一 行 除 41 1 外 其余 元 素 都 能 被 cl :整除 ， 那 么 
用 消 法 变换 可 将 这 些 元 素 化 为 0 否则， 假如 有 a14 不 能 被 211 整 


除 。 令 
4a=ail b=ers 且 (ae, 6)=d, 


即 4 与 5 的 最 大 公 因 子 为 4。 这 伴 ， 存 在 元 素 x*，yER， 使 得 


ax+by=d, 


于 是 ， 对 于 a, d 与 2，4 存在 元 素 t,，s ER， 使 得 


dt= -a, ds=b, 


从 而 ~dix+dsy=d， 故而 -txf+sy= 1 。 由 此 ， 可 有 和 矩阵 的 关系 


式 ， 


CD 


这 说 明 怎 阵 


人 


都 是 可 北 的 。 因 此 矩阵 


(hk) 
人 0 0 SS 0 
0 1 0 0 090 
U=|0 0 1 0 0 
y 0 0 1 0 


1/ 


也 是 可 逆 的 。 用 这 个 逢 阵 口 从 右边 去 乘 矩 阵 4 得 47， 其 第 一 行 


的 元 素 为 


s 123 ， 


Cd 2 0 
其 中 1(d)<<i(a11)。 

如 果 这 时 了 能 整除 任何 的 ay (j=2,，…， -1,k+1,…， 
n)， 那 么 用 消 法 变换 可 将 4U 的 第 一 行 除了 第 一 列 的 元 素 之 外 都 
化 简 成 0。 否则， 再 用 类 似 于 U 的 矩阵 去 右 和 于 40 ， 将 可 得 到 一 
个 左上 角 元 素 的 长 度 小 于 Kd) 的 相抵 于 4Z 的 矩阵 。 由 于 主 理 
想 环 中 非 零 元 素 的 长 度 是 一 个 非 负 整数 ， 从 而 它 不 可 能 无 限制 的 
减少 下 去 。 因此， 经 过 有 限 的 步骤 ， 得 到 一 个 相抵 于 4 的 矩阵 ， 
它 的 第 一 行 元 素 除 了 第 一 列 的 一 个 元 素 之 外 ， 其 它 元 素 均 已 为 
0 。 

同样 的 办 法 用 于 第 一 列 ， 将 能 进一步 得 到 一 个 相抵 于 4 的 和 矩 
阵 ， 它 的 第 一 列 除了 第 一 行 的 一 个 元 素 之 外 均 化 简 为 0 。 这 样 ， 
4 就 相抵 于 以 下 形式 的 矩阵 ， 

d 0 … 0 
0 bi … b,, 


0 bns … bmn/ 。 


接 下 去 把 上 述 的 论证 用 于 阶 数 降低 了 的 矩阵 
bas ba 
bns “bns 


这 样 ， 最 终 就 能 得 到 相抵 于 4 的 法 对 角形 阵 。 到 此 ， 定 理 8 被 完 
全 证 明了 。 是 

上 述 的 定理 8 只 是 肯定 了 主 理想 环 R 上 的 zx 1? 拭 阵 的 每 一 个 
相抵 类 中 都 存在 一 个 非常 特殊 的 矩阵 一 一 法 对 角形 阵 。 进 一 步 的 
问题 是 这 样 的 法 对 角形 阵 是 否 是 唯一 的 。 为 了 解决 这 个 唯一 性 问 
题 ， 我 们 需要 和 矩阵 的 秩 数 与 行列 式 因子 这 样 两 个 概念 。 

设 4 为 主 理想 环 上 的 一 个 mx 7 和 矩阵。 如 果 在 4 的 各 阶 子 式 中 
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有 不 等 于 零 的 + 阶 子 式 ， 但 是 阶 数 高 于 7 的 子 式 都 等 于 稚 ， 则 称 
矩阵 4 的 秩 数 等 于 7， 简 称 4 的 秩 为 >， 记 作 

rankA=r 
特别 地 ， 当 4= 0 时 ， 规 定 4 的 秩 为 0。 

如 果 4 的 秩 为 r， 且 r> 0 ， 那 么 对 于 任意 一 个 f: 1<k<r， 
矩阵 4 必 有 不 等 于 零 的 上 阶 子 式 。 从 而 ， 对 于 4 的 一 切 k 阶 子 式 
来 说 ， 存 在 着 不 等 于 零 的 最 高 公 因子 ， 记 作 A ， 并 叫做 是 4 的 
上 阶 行列 式 因子 。 这 样 ， 秩 为 > 的 矩阵 4 恰 有 ?个 行列 式 因 子 ， 

Al，A:，…，A,， 
其 中 A， 为 矩阵 4 的 大 阶 行列 式 因 子 ， 丰 = 1，2，…，7。 

定理 9 设 为 主 理想 环 ，4 与 B 为 R 上 的 两 个 mxn 和 矩阵 。 
则 有 

(1) 令 4 的 秩 为 r， 行列 式 因子 为 

Ai, A:, ,As 
B 的 秩 为 *， 行 列 式 因 子 为 
Ai，A2:，…，As/ 
如 果 4 与 了 相抵， 那么 >=s， 并 且 
Al’=c1 MA, A’s=cs As, 1%, A’,=c, A,, 
其 中 ct，cz，…，c， 是 环 R 中 的 可 六 元 素 。 
〈2 ) 如 果 4 是 法 对 角形 阵 ， 
A=diag{di, di, *…, di，0，…，0)}， 
并 且 di dN…\d,。 那 么 4 的 秩 等 于 r+ ,行列 式 因子 为 
A1i=di,: A2=d1d:, ***, A,=d1id2°*d,。 
《3) 如 果 4 与 8 都 是 上 的 mx7 阶 法 对 角形 阵 并 且 4 与 
B 是 相抵 的 ， 
A=diag{di, dm， dr 0，…，0》， 
其 中 dN\Nds Nd 
B=diag{di’ ,ds3’ ds 0,°,0 }, 
其 中 dNda 仆 …\ds'， 闭 么 +=s， 并且 
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adidas=asda，…， dr/ trds, 
其 中 xi，zz，…，z&， 为 环 R 中 的 可 逆 元 素 。 
证 首先 证 明 〈1 成立。 为 此 我 们 分 两 种 特殊 情形 来 考 
虑 。 先 看 B= 了 4 的 情形 ， 其 中 卫 是 任意 一 个 m 阶 可 北方 了 泗 ， 这 
时 ， 我 们 不 难 注 意 到 ， 和 矩阵 了 的 每 一 行 都 是 矩阵 4 的 m 个 行 的 线 
性 组 合 。 因 此 ，B 的 任意 一 个 阶 子 式 均 可 表 成 4 的 一 些 t 阶 子 
式 的 线性 组 合 。 从 而 可 以 断定 ， 
1) rantB<rantA, Ts<r; 
2) 4 的 下 阶 行列 式 因子 A, 整 除 B 的 k 阶 行列 式 因子 A,'， 
即 A 和 NN Ar。 
由 对 称 性 ， 即 B= 了 4 一 >4= P18， 旭 得 ， 
Ts， 从 而 = 六 
A 人 八 Ass 从 而 A =c As，c4 为 环 R 中 的 可 道 元 素 , k= 
1，2，…， ye 
再 看 B= 40 的 情形 ， 其 中 @ 是 任意 一 个 4 阶 可 逆 方 阵 ， 这 
时 ， 我 们 不 难 注意 到 ， 甜 阵 也 的 每 一 列 都 是 矩阵 4 的 个 列 的 
线性 组 合 。 因 此 ， 同 样 是 根据 行列 式 的 性 质 ， 便 可 得 到 ， 
SsS=73 
A =ch Ai，c 为 环 及 中 的 可 逆 元 素 ， 丰 = 1，2，…，7。 
把 以 上 的 两 种 特殊 情形 结合 起 来 ， 即 得 ， 两 个 相抵 的 矩阵 4 
与 B 必 有 相同 的 秩 数 以 及 同 阶 的 行列 式 因子 只 差 f 中 的 一 个 可 北 
元 素 的 倍数 ， 亦 即 〈1) 成 立 。 
其 次 说 明 (2) 成 立 。 令 4 为 法 对 角形 阵 ， 
4=dicagtd，d:，…，d，0，…，0)， 
其 中 dNdiyiNsi=1，2，,，…， ?~-1, 县 d1，ds，…，d, 均 不 
为 0。 
” ”这 时 ， 不 难说 明 ， 如 果 4 的 一 个 上 阶 子 式 所 包含 的 个 行 
与 6 个 列 的 序号 不 完全 一 致 时 ,那么 这 个 k 阶 子 式 等 于 0。 因此 ， 
4 的 非 堆 的 上 阶 子 式 只 有 以 下 的 形式 ， 
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从 而 便 可 得 到 ， 
1) rankA=rs 
2) Ai=di, As=4d1ds, 7 A,=did2d rs 
好 《2》 成 立 。 
最 后 ， 证 明 〈3 ) 成 立 。 设 4 与 3 是 相抵 的 两 个 法 对 角形 矩 
阵 : 
A=diag{di, di, **, dr 0，… 0}, 
其 中 di，d:，…，d，， 均 不 为 零 ， 上 且 dN\Nds Nd 
B=diag{di’, d23’, sds’ ,0, *…, 0} 
其 中 ，d1 ，ds/，…，ds’ 均 不 为 零 ,是 dN\d2’…\ds’， 
令 4 与 B 的 行列 式 因子 分 别 为 
Al, A:, , A,; 
hi, A2’, ,As’, 
于 是 ， 由 已 经 证 明 过 的 《1 ) 与 2) ， 可 知 ， 
1) rankA=7r, rankB=s, H s=7; 
2) As=ds, ds=dids, *, A,=did2'drs 
Au =di’, As’ =d1’ds’, bh A =di’ ds di’, 
3) Ai’=c1 As, As’ =crA… A =crh,, 
其 中 cl，ca，…，cr 均 为 环 及 中 的 可 逆 元 未 。 
这 样 ， 由 2) ， 又 可 写成 如 下 的 关系 式 : 
di=A di=AzAr5 dr=AA-i 
此 处 之 Ai Ai=i 表 示 等 式 Ai=4; A;-1 中 的 qi; 
di’ = Al dat = Ai AI os di/ = A 相 作 站 
此 处 之 A; A'-! 表 示 等 式 A = 9 A:-, 中 的 gi。 
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于 是 ， 再 由 3 ) ， 便 可 得 到 ， 
di’ =bidi, d2’ =b2d2, *, dd’,=b,d,, 
其 中 51，5,，…，b， 均 为 尺 中 的 可 逆 元 素 ， 这样， 又 证 明了 
《3) 成 立 。 到 此 定理 9 证 明 完 了 。 星 
定理 9 的 重要 意义 在 于 它 完全 揭示 了 主 理想 环 R 上 mx "矩阵 
在 相抵 分 类 之 下 的 不 变量 。 由 定理 9 之 3 ), 两 个 相抵 的 法 对 角形 
阵 的 差别 只 是 对 角 线 上 的 非 零 元 素 d1，d:，…，d， 相差 环 R 中 
的 一 个 适当 的 可 逆 元 素 。 对 于 同属 于 一 个 相抵 类 中 的 两 个 法 对 角 
形 阵 来 说 ， 这 种 差别 是 自然 的 ， 不 可 避免 的 。 这 样 ， 在 不 计较 这 
种 不 可 避免 的 差别 的 意义 下 ， 我 们 把 主 理想 环 R 上 的 法 对 角形 阵 
叫做 玉 上 的 标准 形 矩 阵 ， 同 时 把 矩阵 4 所 相抵 的 标准 形 阵 
diag{di, dz dr, 0，…，0}》 
中 的 非 零 元 素 d1，d:，…，d; 叫做 4 的 不 变 因 子 组 ， 而 称 d ,为 
4 的 第 i 个 不 变 因 子 , i = 1，2，…，7。 
推论 在 不 计较 可 逆 元 素 的 倍数 之 意义 下 ， 主 理想 环 R 上 的 
mxn 和 拒 阵 4 都 相抵 于 唯一 的 一 个 标准 形 ; 从 而 4 有 唯一 的 不 变 因 
子 组 .时 
定理 10 设 4 与 B 为 主 理 想 环 R 上 的 两 个 mx 和 矩阵。 则 有 
4 与 相抵 所 >4 与 B 的 标准 形 相同 。 
< 入 >4 与 B 的 不 变 因子 相同 。 
<>4 与 3 的 行列 式 因子 相同 。 
证 ”必要 性 已 如 定理 9 所 述 。 利 用 行列 式 因 子 与 不 变 因子 之 
间 的 相互 关系 ， 
Ai=di， A:=dida，…，A=dida…pdro3 
di= Al da=AAi … dr= A, Arl,, 
便 可 证 明定 理 10 的 另外 一 方面 的 结论 。 时 
在 不 变 因 子 的 基础 上 ， 我 们 再 给 出 初等 因子 的 概念 ， 这 在 后 
面 的 讨论 问题 时 会 用 得 到 的 。 
设 和 矩阵 4 的 标准 形 为 
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diag{di, ds, pp d,, 0,.%%,0}, 
在 :4 的 不 变 因 子 d1，d,，…，d; 中 ， 因 为 是 依次 能 整除 的 ， 所 
以 如 果 其 中 有 可 逆 元 素 的 话 ， 一 定 是 前 边 的 某 几 个 。 这 样 可 令 

da，…，di-1 
都 是 可 逆 元 素 。 而 

dis ditis “dr 
都 不 是 可 逆 元 素 。 

于 是 ， 把 d,，d;41，"…，d; 在 主 理想 环 R 中 写 出 它们 的 标 
准 分 解 式 ， 
人 


1 A 
人 


人 = 
其 中 对 任意 的 上 = 1，2，…， 刀 都 有 
(| sh 
我 们 把 上 述 标准 分 解 式 中 出 现 的 指数 不 等 于 零 的 短 
Dil hs i=i, i+1, i k=1, 2，…， 加 
叫做 属于 加 的 一 个 初等 因子 。 属 于 各 个 加 的 一 切 初等 因子 叫做 4 
的 初等 因子 组 。 显 然 ,4 的 初等 因子 组 是 由 4 的 不 变 因子 所 唯一 决 
定 的 。 反 过 来 ， 在 事先 给 定 了 一 组 有 限 个 不 可 约 元 素 的 帘 之 后 ， 
不 难 人 次 成 有 限 个 元 素 ， 
di, di, **, ds, 
使 得 ,Qi Nd2NN…\Nds, 并 且 d1,42，…，ds 的 标准 分 解 式 中 出 现 
的 一 切 指数 不 等 于 零 的 不 可 约 元 素 的 宕 恰好 就 是 当初 给 定 的 那 一 
组 不 可 约 元 素 的 寡 。 而 且 d: ，d:，…，ds 是 由 给 定 的 不 可 约 元 素 
的 塞 记 唯一 决定 的 。 于 是 ， 在 指定 了 秩 数 7 的 条 件 下 ， 存 在 唯一 
的 标准 形 和 矩阵 4， 以 事先 给 定 的 一 组 不 可 约 元 素 的 鹤 为 初等 因子 
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组 .换个 说 法 ， 在 指定 了 秩 数 的 条 件 下 ， 不 变 因 子 也 是 由 初等 因 
子 唯 一 决定 的 。 以 上 所 述 不 变 因 子 与 初等 因子 之 间 的 关系 可 以 家 
达成 如 下 的 

定理 11 设 4 与 为 主 理想 环 R 上 的 两 个 mx# 和 矩阵。 则 有 

4 与 B 相 抵 < 所 >4 与 B 有 相同 的 秩 以 及 相同 的 初等 因子 组 。 目 


习 题 


1。 设 R 是 有 恒 等 元 素 的 交换 环 。 
1》 如 果 各 积 4B 可 以 定义 ， 那 么 乘积 B/ 4/ 也 可 以 定义 ， 并 


(AB)’ = B A’, 
2 ) 如 果 44 可 逆 ， 那 么 4/ 也 可 逆 ， 并 且 
(4 ) =(C41)7。 
3 ) 如 果 FR 不 是 交换 环 ， 那 么 1》 与 2， 可 能 不 成 立 。 
2 。 设 R 为 有 恒 等 元 素 的 环 。 一 个 阶 方 阵 4= (2i7)E 
Mw(CR) 叫做 严格 上 三 角形 矩阵 ， 是 指 
ar=0, i<i 
证 明 M。(R) 中 一 切 严格 上 三 角形 矩阵 组 成 的 子 集 入 是 子 环 了 的 
一 个 理想 ， 并 决定 商 环 T/N 的 结构 ， 其 中 T 是 Ms(R) 中 一 切 上 
三 角形 矩阵 做 成 的 子 环 。 
3 。 设 R 为 有 恒 等 元 素 的 环 。 
1 ) 全 阵 环 M,《R》 的 中 心 为 {rT,17+ 属 于 R 的 中 心 }。 
2 ) M。(R) 的 中 心 同 构 于 R 的 中 心 ， 
4 。 和 矩阵 4E 玉 ,CR) 叫做 是 对 称 的 ， 是 指 4= 4 叫做 是 
反对 称 的 ， 是 指 4= - 4。 那么 
1 ) 如 果 4，B 都 是 对 称 的 〈 或 者 是 反对 称 的 ) ， 则 4+ 了 B 也 
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息 对 称 的 《或 是 反对 称 的 ) 。 
2 ) 设 R 为 交换 环 。 如果 4 与 B 是 对 称 的 ， 那 么 4B 是 对 称 的 
<>AB= BA4., 
3 ) 对 任意 的 BEM。(R) ， 都 有 BB' 与 B+ B’ 均 为 对 称 的 ， 
面 了 -了 3/ 是 反对 称 的 。 
5 。 设 R 为 有 便 等 元 素 的 交换 环 。 
1 》 如果 对 于 了 中 每 一 个 非 零 元 素 r+， 都 有 7+yr 关 0 。 证 
明 ， 模 M 上 的 重 线 性 型 ，M'" 一 >〖 是 交错 的 亏 之 它 是 反对 称 
的 。 如 果 环 R 的 特征 数 等 于 2 ， 结 果 怎 样 ? 
2 ) 如 果 m>2 那么 (R'” ) "上 每 一 个 交错 的 m 重 线性 
型 均 为 零 ， 如 果 m<n， 那 么 在 〈R'" )'"” 上 存在 有 非 零 的 交错 
的 线性 型 。 
3) 4EM,(R), 证 明 : 
14*|=|4l"!s (490*= | 424。 
4) 如 果 R 是 域 ,， 4，BE MM.《R) .证 上 明 ， 除 了 有 限 个 rER 之 
外 ，4+7B 均 为 可 逆 的 。 
5) 设 (51,5:，,…，b。) 是 R 上 的 齐 次 线性 方程 组 
QiiXi tar2Xxs t+ +a nT = 0， 
en 十 Ca22xX2 十 … 十 Caazn= 0， 
ZeiXi 十 Cosxz2 二 十 CeaxXe 二 0， 
的 一 组 解 ，4= (ai7)》 为 其 系数 和 矩阵。 证明: 
[Alb;= 0, f=1, 2, "7n, 
6 。 求 整数 环 Z 上 和 矩阵 


6 2 0 
| 3 -4 1 


的 标准 形 ， 
.131 。 


? 。 求 OCX] 上 的 第 阵 
YX+1 2 -6、 
A=| 1 -3 
\ 11 4) 


的 不 变 因 子 ， 行列 式 因子 。 并 求 卫 与 0， 使 得 了 AQ 成 为 标准 形 
阵 。 

8 。 设 DD 为 欧 氏 环 。A4EM.《D)，| 4| 友 0。 证明: 存在 DD 
上 可 道 和 矩阵 P， 使 PA 成 三 角形 和 矩阵， 


radi Diz bis 7 bn ) 

i0 ds bis … bs | 
A 

\0 0 0 dd, 


9 。 设 MM 为 R 一 模 。 对 于 M 中 的 两 组 元 素 ， 
Gis02, 9500 Bi,B2,*, Bn, 
如 果 有 以 下 的 线性 关系 ， 
人 


Bi=asalt ar20s + + OrnGn, 


人 十 CamaQ2 十 十 QmnQay 


则 可 简 记 为 矩阵 形式 ， 
Bi a 012 dn\) {oN 
四 区 Q322 Gan a 
ra ! 
和 浊 | . . 和 
\p) Now doe are) Nes) 
于 是 有 以 下 的 计算 规则 ， 


*，182 ， 


(1) 


| /a 四 
G2 
Ca Ca 

(A+B) : ,=A! .I+B :| 


Ca QI 


(4B) | <: |=4 CB 上 风 ) ， 


Q Cn 
n 


a | 


Qas 
kA) | ®* |=k(4 | 


(4) 


Qn an 
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$2 自由 模 及 其 秩 数 


我 们 已 知道 有 限 生成 模 的 概念 ， 环 R 上 的 模 M 是 有 限 生成 
的 ， 就 是 说 存在 有 限 个 元 素 c: ，az，…，cwEM， 使 得 
M=IC (aiyasyihan) ={kiort+kart+ tkaan | 
k: ER}, 
此 中 之 a4，a2:，…，Q， 岂 做 MM 的 一 组 生成 元 素 。 于 是 ，R 一 模 必 
是 以 a1，a:，…，a4 为 生成 元 素 的 有 限 生 成 模拟 MM 是 循环 模 
的 和 ， 
M=Ral+Ra:+…+Ran { (1) 
我 们 进一步 考察 这 个 和 〈1 ) 。 一 般 来 说 它 未 必 是 直 和 ， 而 
和 (1) 是 直 和 < 过 模 用 中 之 零 元 素 的 表示 法 是 唯一 的 ， 即 
Khiarthast+han= 0<>hiar = 0, i=1,2,.,7, 
当然 ， 上 k= 0 时 ， 必 有 ka; = 0 不 过 反 过 来 则 未 必 。 即 由 
kia, = 0 不 能 肯定 的 得 出 k= 0 。 | 
以 上 讨论 表明 ， 
首先 ，M 是 以 a;，a:，…， a4 为 生成 元 素 的 有 限 生成 模拟 之 
MM 是 循环 模 Rat，Ra:,… ,Ra, 的 和 ， 即 必 中 每 一 个 元 素 均 可 家 成 
Ra Ras, *…, Ra 中 元 素 之 和 的 形式 ， 
YBE MM， 存在 ka € Ra,， 使 得 
B=kar tkgs t+. + kon (2) 
其 次 ， 当 和 1)〉 是 直 和 时 ，B 的 表示 式 〈2 ) 是 唯一 的 ， 
即 车 有 
3=kigit+k2as + +k,o, 
= 下 7CI 十 下 /Ca 十 … 十 天 Cn 
则 有 
kzi=kiar, i=1, 2, en (3) 
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最 后 ， 如 果 和 《1 ) 是 直 和 ， 从 而 表示 式 〈2 )》 是 由 各 加 项 
记 唯 一 决定 的 ， 此 时 ， 表 示 式 (2 ) 的 这 种 唯一 性 与 其 中 之 各 系 
数 k，Ks，…， 上 ,的 唯一 性 还 不 是 一 回 事情 。 
诚然 ， 我 们 容易 理解 ， 如 果 表 示 式 (2 ) 是 由 它 的 系数 请， 
Ks, ,上 ,唯一 决定 的 ， 那么 有 限 生成 模 M=LC(ai,as，…,an) 
比 起 一 般 的 直 和 
M = Ra DRa:O:…DRa, 
就 更 加 简单 ， 同 时 也 有 其 突出 的 重要 意义 。 对 此 ， 我 们 给 出 如 下 
的 基本 概念 。 
定义 1 设 必 是 有 限 生成 的 R 一 模 。 如 果 必 有 一 组 生成 元 素 
ai，Ca，…，Cn， 使 得 当 
0 =hiar+kast+ :+kran 
时 ， 必 须 每 一 个 系数 都 是 环 R 中 的 零 元 素 ， 即 必须 
bi=0, ks=0，… = 0， 
则 称 M 是 R 上 的 自由 模 。 生 成 组 ga:，az，…，as 叫 做 自由 模 允 的 
一 个 有 序 基底 ， 记 作 M = [ci，c:，…，an]。 
例 1 整数 加 法 群 M={25+} 做 为 Z 一 模 是 自由 模 ,， 1 是 它 
的 一 个 基底 ， M=Z= [1]。 i 
2 一 模 不 是 自由 模 ， 这 是 因为 Ze 中 任意 非 零 元 素 了 都 有 
6°1=0 
由 此 可 知 有 限 生 成 2 一 模 Ze 不 存在 基底 ， 所 以 它 不 是 整数 环 Z 上 
的 自由 模 。 
但 是 ，Z。 又 可 以 看 做 剩余 类 环 Zs 上 的 模 。 这 时 生成 元 素 工 
是 Ze 一 模 Ze 的 一 个 基底 ，Ze。 =[13]， 即 在 环 Z。 上 看， 加 法 群 
2Z。 是 自由 模 。 
例 3 对 于 任意 一 个 有 恒 等 元 素 的 环 R， 把 加 法 群 {R; + } 
看 做 R 一 模 时 ,总 是 自由 模 ,而 且 R= [1), 1 是 环 R 的 恒 等 元 素 ， 
一 般 地 ， 直 和 和 
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RY = RORDDR= {x1, xzn)| ziER} 
也 是 环 R 上 的 自由 模 ， 而 且 

a= (1，0，0，…，1)， 

ez2= (0，1，0，… 0)， 


es=(0,0, 0,.…, 1), 
是 R'" 的 一 个 有 序 基 ; R'”=[el, E12, "En]。 
更 一 般 地 ，M = {用 wa《R); +} 是 环 R 上 的 自由 模 ,.“ 甜 阵 单 
位 ”， 
Eij, i=1, 2, **, ms j=1, 2, ***, 1, 
是 自由 模 M。*。(CR) 的 一 个 基底 。 其 中 Bj 是 这 样 的 mx "矩阵 , 它 
的 《zi 7 ) 位 置 的 元 素 是 环 R 的 恒 等 元 素 1 ， 其 余 位 置 的 元 素 均 
为 0。 
例 4 如 果 M:，M: 都 是 R 上 的 自由 模 ， 令 
ai，a2，…，ar 与 Bl ，B:，…，8s 
别 是 Mi: 与 Maz 的 一 个 有 序 基 ， 那 么 直 和 
M= MOM: 
也 是 R 上 的 自由 模 ， 并 且 
Qai, Q2, mp cf Bi, B:, …, Bs 
就 是 直 和 内 的 一 个 有 序 基 ， 即 
M=[ci，cz，…， Qar, Bi, Bi, *…, Bs) 
亦 即 
[a1,02,°" ,01 BB1,B:, ,Bs) 
=[a1,02,"" ,01,B1,B:,.…, Bs) 
事实 上 不 难看 出 a1，a:，…，Q,,B1,B:,…，Bs 是 直 和 M = 
M1 名 M: 的 一 组 生成 元 素 。 于是， 如 果 
0=kiait+k2as t+ tka, +lBi +12Bi + +lsBs 
根据 直 和 的 性 质 ， 可 得 


hatkast++ka,=0, 
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18, +128:+…+1s68s= 0 
又 因为 clyca，…Cr3 B1,B:，…,Bs 均 为 自由 模 的 基底 ， 所 以 即 
有 
ki=0ks=0 =0=0 in=0…rs=0。 
这 就 说 明 clyaz，…crpBi，p8:，…8s 是 模 允 的 一 个 基底 ，M = 
Mi:@M: 是 自由 模 。 
例 5 设 M=2Z@Ze。 那么 M 不 是 整数 环 2 上 的 自由 模 。 
事实 上 ， 直 和 M =2Z@Z。 中 任何 一 个 元 素 a= (a,b) 显然 不 
能 做 成 基底 。 进 而 ， 令 
ai= (a1b1) ， az= (413,63) 
为 M 中 的 任意 两 个 元 素 ， 而 且 不 妨 认 为 ck: 关 0 。 于 是 ， 取 
ki=-6as, ks=6a1#*0, 
则 有 
kiartkias=ki(ar,b1)+k,(as,b,) 
= (kiar+k2as, kb +k2bs) 
= (~-6a2a1+6a10s, ~— 6a2b1+6a1b:) 
= (0，0) ， 
这 说 明 a1,a: 表 出 《0，0)》 的 方法 不 是 唯一 的 ， 故 而 1，a: 不 
可 能 成 为 模 M 的 基底 ， 由 此 便 可 肯定 直 和 M = Z@Ze 的 任意 一 组 
元 素 
CQC19C25 9Qr 
均 不 可 能 做 成 1 的 基底 ， 即 知 M = Z@Z。 不 是 Z 上 的 自由 模 。 
例 6 域 F 上 的 有 限 维 线性 空间 7， 做 为 一 模 是 自由 模 ， 
而 且 『 中 一 组 向 量 
CI CQC2， 9 Cn 
是 上 自由 模 了 7 的 基底 专 >al，a:，…，a， 是 线性 空间 V 的 基 
底 。 
此 外 ,我 们 知道 ,任意 取 定 z 维 线性 空间 7 的 一 个 线性 变换 o 之 
后 ， 便 可 由 o 诱导 出 多 项 式 环 FCX] 上 的 模 了 ， 换 句 话说 就 是 在 
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原来 域 F 上 的 线性 空间 7 的 加 法 群 的 基础 上 ， 通 过 线性 变换 o 的 作 
用 使 加 法 群 了 成 为 多 项 式 环 FC 和 A 上 的 模 . 这 时 的 倍数 乘法 规定 为 
fCMa=f(o)(a), YH)EFCN,aEV, 
于 是 ， 对 FCNJ 一 模 V 中 的 任意 一 个 元 素 4， 则 有 
go"'(a)=a, ol(a), o:(a),*…,0"(a), 
是 线性 空间 V 中 的 一 组 元 素 ， 共 有 m+ 1 个 元 素 。 因 为 VY 关于 域 F 
的 维 数 等 于 rn ， 所 以 V 中 凡是 多 于 7 个 元 素 的 一 组 元 素 必 是 线性 
相关 的 ， 从 而 ， 当 m 之 x 时 ， 上 人 述 的 那 组 mw+1 个 元 素 就 是 线性 禄 
关 的 。 即 存在 域 了 中 的 m+ 1 个 元 素 
Go G1 A219 "sm 
不 全 是 零 元 素 ， 使 得 
avatai(o(a)) +as(g*(a)) +'+an(o"(a)) = 0 
亦 即 
(ao+aic+a2024+…+qno) (a)= 0 
若 令 
j 帮 NM)》 =co+GIAT+asA2 Te 二 Ga 
便 有 
f(M)c= 0， 
而 且 fC 和 A) 关 0 ， 这 就 说 明 ， 由 线性 变换 o 所 导出 的 FC 和 J 一 模 7 不 
可 能 是 自由 模 。 
明显 可 见 ， 环 R 上 的 自由 模 是 域 R 上 有 限 维 线性 空间 概念 的 
直接 推广 。 只 是 这 里 没 使 用 线性 无 关 与 线性 相关 这 样 的 术语 。 当 
然 ， 对 于 一 般 的 R 一 模 愉 可 以 完全 类 似 的 规定 一 组 元 素 的 线性 相 
关 性 的 概念 ， 即 R 一 模 放 中 的 一 组 元 素 
CQ2，…， Ge _ 
如 果 存 在 环 R 中 的 s 个 不 全 为 零 的 元 素 kh，k，，…，ks， 使 得 
kaitkast'+ksas=0, 
则 称 a1,a1,… ,Qs 关于 R 是 线性 相关 的 ,否则 ， 就 说 a1 ycz，…Gs 
关于 怀 是 线性 无 关 的 。 这 样 ，R 一 模 用 的 一 组 元 素 a1,03,…， 
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as 关于 R 是 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 
Kar+kaas+…+ksas= 0 一 >f = =…=ks= 0。 
由 此 可 见 , R 一 模 M 是 自由 模 志 > 以 有 一 组 线性 无 关 的 生成 元 素 。 
换个 说 法 ，a!，a:，…，as 是 模 MM 的 一 个 基底 >41，as,…， 
4s 是 MM 的 一 组 线性 无 关 的 生成 元 素 。 
值得 注意 的 是 一 般 R 一 模 M 中 元 素 之 间 的 线性 关系 与 特殊 的 
模 ， 域 了 上 线性 空间 7 的 向 量 之 间 的 线性 关系 是 有 很 大 差异 的 。 
例如 ， 在 域 了 上 的 n 维 线性 空间 VY 中， 总 有 
1) ka= 0 <->k= 0 或 是 a = 0， 任 一 非 零 元 素 a 必 是 线性 
无 关 的 。 
2) 车 a1，a:，…，as(s 之 2) 是 线性 相关 的 一 > 至 少 有 
一 个 ;能 用 其 余 的 a1，…，ai-:，Qi+1，…，Qs 线 性 表 出 。 
3) 车 a;，a:，…，Qs 线 性 无 关 ， 而 a1，a:，…，Qs， 8 线 
性 相关 = 一 >8 一 定 能 用 c:，cz:，…，as 线 性 表 出 。 
4 ) 亚 的 子 空间 也 是 有 限 维 的 ， 并 且 真子 空间 的 维 数 必 小 
于 nn， 
5 ) 7 中 任意 一 组 线性 无 关 元 素 必 能 扩 充 成 为 了 的 一 个 基 
底 。 
诚然 ， 以 上 这 些 熟知 的 基本 事实 对 于 线性 空间 理论 来 说 是 非 
常 重要 的 。 但 是 ， 但 于 一 般 的 自由 R 一 模 来 说 都 已 不 是 普遍 的 规 
律 了 。 
下 面 指出 自由 模 的 一 些 简单 的 基本 的 性 质 。 
命题 1 一 模 M 是 有 限 生成 的 <>M 是 自由 R 一 模 的 同 态 
象 。 从 而 与 自由 模 的 商 模 是 同 构 的 。 
证 设 R 一 模 M 是 有 限 生 成 的 。 令 
CI，C2， Cs 
是 太 的 任意 一 组 生成 元 素 。 即 家 
M=ZICCa，az，…，aa) 
={kiai +kaas + +k,aa)k,: ER} 
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于 是 ， 我 们 用 R 一 模 R'”={(x1，X:，…，xX。)jx:ER} 与 有 限 
生成 模 M 做 比较 。 这 里 模 R' 是 R 上 的 自由 模 。 规 定 映射 
9 3 (Xi Xa, Xn) | 一 >Xixi 二 X202 十 … 十 Ya0a ， 
显然 ， 做 为 映射 规则 9 是 合理 的 ， 并 且 是 到 了 上 的 满 射 。 进而 容 
易 验 算 ， 当 又 有 
PY gg) PY +t Ya +t +t Ya 
时 ， 则 有 
Px Xs) +t YY )) = pris 0)) + Ys yn)) 
Pp (k(xX1s Xa Xd) =kp (CCXi3Xa2 Xa)) 
即 q 是 一 个 模 同 态 ， 从 而 
R'™ eM, 
由 模 同 态 基本 定理 ， 又 有 
Re /terpZn, 
其 中 Cty) = PCs xs 下 CE DEC | kerp 
这 就 证 明了 命题 1 的 必要 性 。 
反之 ， 如 果 有 自由 模 入 ， 使 得 模 MM 是 的 同 态 象 ， 可 今 
NSM 
于 是 ， 任 取 自由 模 N 的 一 个 基底 ，e1，e:，…，e， 考虑 基底 元 素 
si (=1，2，…，7?z) 在 同 态 映 射 少 之 下 的 象 ， 则 有 
pe1)=a1, Pes) = ,PEs)=a,, 上 
这 样 不 难 验证 ， 了 = ZC(aj，caa，…，cas) ， 即 MM 是 以 al，a:， 
…，as 为 一 组 生成 元 素 的 有 限 生成 模 。 
这 又 证 明了 命题 1 的 充分 性 ,年 
为 了 从 不 同 的 角度 认识 自由 模 的 特性 ， 我 们 指出 如 下 的 
命题 2 ” 设 M 是 环 R 上 的 模 ， 履 关 { 0 }, 那 么 以 下 各 条 是 等 
价 的 ， 
《1) M 是 自由 一 模 ; 
M0. 


(2 》M 有 一 个 在 R 上 线性 无 关 的 生成 组 ， 
《3 》 必 中 存在 一 组 元 素 a1，,a:，…,Q，， 使 得 以 中 的 每 -个 
元 案 B 都 能 唯一 地 表 成 a1,Q:,…, a 的 线性 组 合 ， 
l B=kar tka i .+hsds, 
其 中 ，k，,，…，k, SR， 是 由 B 唯 一 决定 的 } 
(4 》M 是 一 些 循 环 模 的 直 和 |: 
M= Ral BRasD…DRa,, 
其 中 anna; = 0 ， 且 只 少 有 一 个 wa, 关 0 ,i=1,2,… ,1 
(5) 对 于 某 一 个 2 ， 使 得 
MR'" = RORO…OR, 
命题 2 的 证 明 ， 做 为 习题 留 给 读者 去 做 ,时 
我 们 知道 ， 自 由 模 按 定义 自然 都 是 有 限 生成 的 ,但 臣 反 过 
来 ， 有 限 生 成 模 未 必 准 是 自由 模 。 既 使 对 于 相当 特殊 的 环 R 来 说 
也 是 如 此 ， 比 如 主 理想 环 R 上 的 有 限 生 成 模 可 以 不 是 自由 模 。 不 
过 ， 如 所 周知 ， 当 R 是 域 时 ， 域 上 的 自由 模 M〈 即 必 是 有 限 维 
线性 空间 ) 与 M 是 有 限 生 成 的 就 是 一 回 事情 了 。 进 而 ， 我 们 还 可 
以 指出 较为 一 般 的 结果 ， 即 有 
定理 1 设 为 除 环 (也 则 体 ) 。 则 有 ，R 一 模 MM 是 自 出 的 
< 之 M 是 有 限 生成 的 。 
证 “必要 性 是 自明 的 。 现 在 证 明 充 分 性 。 即 已 知 M 是 有 限 后 
成 模 ， 往 证 M 是 自由 R 一 模 ， 
任 取 履 的 一 个 生成 组 a1,42,…,2。， 令 
S= {Qa1, Qs, ,01}, 
做 为 用 的 一 个 子 集 来 考虑 ， 看 由 5 中 的 元 素 所 组 成 的 线性 无 关 的 
子 集 。 显然 ， 所 有 这 些 成 线性 无 关 的 子 集 的 每 一 个 ， 所 含 元 素 个 
， 数 都 <n 。 从 而 其 中 必 有 包含 元 素 的 个 数 较 多 的 。 任 取 其 一 ， 设 


为 


8S' = {ai,s0ss" si} » 
其 中 1 <i<is<…<irs<nm 
， 14。 


于 是 ， 不 难 指出 Qi ,01,9“s01 ,就 是 模 M 的 一 个 基底 。 
首先 ，ai,s4;,，…sa; ,也 是 MM 的 一 个 生成 组， 为 此 ， 关 键 
在 于 说 明 5 中 的 每 一 个 元 素 部 能 用 a;,,a;,，…,a;, 线性 表 出 就 
足够 了 。 令 a: ES-S’. 于 是 ， 由 S’ 的 取 法 ， 即 5S' 是 5 的 含有 线性 
无 关 元 素 最 多 的 一 个 子 集 。 从 而 
3 U tcr 
必 是 线性 相关 的 。 故 有 


kias, +hkaas, + +kras, 二 ki= 0， 
而 且 ,k，…,k,,k 不 全 为 零 。 特 别 地 ，k 取 0 否则 将 与 wii， 
41,，…>44, 是 线性 无 关 的 相 矛 盾 。 这 样 。X 就 是 除 环 中 的 一 个 


非 零 元 素 ， 因 而 存在 逆 元 太 :E R。 由 此 便 得 

= 有 (有 ai th ha 二 二 ai 
由 线性 表 出 的 传递 性 ，a; ,，ci ,，…，ai ,也 是 MM 的 一 组 生成 元 
素 ， 即 M= LC(a;,, 1 a; ,) ,再 由 命题 2, 可 知 Q; yaiy 
…，Qai ,是 1 的 一 个 基底 ， 即 得 

M=[@;,, Ci Qi,), 

推论 1 设 M 是 除 环 R 上 的 自由 模 ， 那 么 必 的 任意 一 个 生成 组 
5 = {ciyai,…asj} 中 都 包含 有 M 的 一 组 基底 目 

推论 2 设 M 是 除 环 上 的 自由 模 ， 那 么 ML 的 任意 一 组 线性 
无 关 元 素 4a1，a:，…，a 都 仿 在 的 一 个 基底 之 中 ， 换 句 话说 ， 
的 任意 一 组 线性 无 关 元 素 c; ，c:，…，o ,都 可 以 扩充 成 1 的 一 
个 基底 。 特 别 地 ， 双 的 任意 一 个 极 大 线性 无 关 组 〈 定 义 同 高 等 代 
数 ) 必 为 M 的 一 个 基底 ， 反 之 亦 然 , 上 

容易 理解 ， 自 由 模 必 的 重要 意义 在 于 它 有 有 限 个 元 素 组 成 的 
上 基底。 明显 的 是 一 个 自由 R 一 模 M 会 有 许多 不 同 的 基底 ， 这 样 就 
出 现 -个 问题 ， 一 个 自由 R 一 模 M 的 各 个 基底 中 所 含 元 素 的 个 数 
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是 否 都 一 样 多 ? 当然 ， 如 所 周知 ， 对 于 非常 特殊 的 自由 模 来 说 
一 一 域 尺 上 的 自由 模 了 是 这 样 的 ， 通 常 把 这 样 的 重要 事实 叫做 
“ 维 数 不 变 性 ”， 即 域 具有 “ 维 数 不 变 性 ”。 遗 憾 的 是 ， 对 于 一 
般 的 环 来 说 不 再 具有 这 种 “ 维 数 不 变 性 ”。 不 过 好 在 对 于 许多 常 
见 的 环 尺 来 说 都 具有 这 种 非常 重要 的 特性 : 环 R 上 每 一 个 自由 模 
M 的 一 切 基 底 中 所 含 元 素 的 个 数 都 一 样 。 这 就 是 我 们 将 要 证 明 的 

定理 2 设 R 为 有 便 等 元 素 的 交换 环 ，M 是 尺 上 的 自由 模 。 
如 果 Q1,as，…,Q, 与 B:，B:，,…,Bm 都 是 MM 的 基底 ， 那 么 m=。 

证 因为 a1,Q:,…,Qa4 与 B1,B:，…，, Bn 都 是 MM 的 基底 ， 则 有 


ee 
Ca=a2i8 +azzp8:+ +amnBn, 
Qn=auiBi tassBr +t: taunBn. 
Bi=biiar thirar te +h, 
| Bi=b2siar tbrras t+ +b,r0,, 
Bn=bniart tbnior t+ baad es, 

其 中 a ;ER,b;, GR, 

令 4= (ai;),B=(b;1), BBAEM,xun(R), BEMnxa(R). 
于 是 ,根据 a1,&:，…, 4 与 B1,B:，…,Bm 都 是 模 必 的 基底 的 性 
质 ， 可 得 

4B=T。， B4=J。。 
假设 m<n ， 令 


4=(4 oo ), Br-( ) 


0 【本 一 四】 xn 
这 样 ，41 与 ,都 成 了 7 阶 方 阵 ， 且 有 
A1B! =T.,. 
因为 R 是 有 恒 等 元 素 的 交换 环 ， 由 上 一 节 的 定理 6 之 推论 3， 可 
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知 4: 是 可 道 的 ， 并 且 B， 就 是 4 的 道 阵 。 从 而 也 有 
了 4 = 了 T。 
但 是 ， 容 易 计算 


=( BA Ons cn-m ) 


0 nm um 0 ca-m x cna-m) 
由 于 假设 m<n， 使 得 B14 不 可 能 等 于 7 阶 单位 阵 I, 。 从 而 说 
明 ， 必 有 mm 之 nx。 同 理 可 得 nm。 所 以 m=n。 莉 
这 个 定理 断定 ， 对 于 有 恒 等 元 素 的 交换 环 R 来 说 ，R 上 任意 
的 自由 模 M 的 基底 中 所 含 元 素 的 个 数 是 一 个 唯一 确定 的 数 。 于 是 
我 们 可 以 给 出 相当 于 线性 空间 的 维 数 的 概念 。 
定义 2 ” 设 R 为 有 恒 等 元 素 的 交换 环 ，M 为 型 上 的 自由 模 。 称 
自 由 模 MM 的 基底 中 所 含 元 素 的 个 数 为 MM 的 秩 数 , 记 作 ranktM = n, 
同时 也 称 M 是 n 秩 自 由 模 。 特 别 地 ， 把 零 模 也 叫做 自由 模 ， 并 约 
定 零 模 的 秩 数 为 0。 
例如 ， 令 R 为 以 6 为 模 的 剩余 类 环 Z。,， 取 M= {Ze; + }。 
于 是 ，M =[ 工 )， 因 而 愉 是 Ze 上 秩 数 等 于 1 的 自由 模 。 
再 如 ， 对 任意 的 有 恒 等 元 素 的 交换 环 R 来 说 ， 尽 5 恰 是 R 上 
的 n 秩 自由 模 。 如 所 周知 ， 如 下 的 n 个 元 素 : 
a= (1，0，0，…0) ， 
es= (0 1，0，m……，0) ， 


es= (0,0,0,.…,1) 
是 Re 的 一 个 有 序 基底 ， 通 常 称 其 为 R'" 的 自然 基底 或 标准 基 


底 。 
显然 ， 对 于 域 F 上 的 有 限 维 线性 空间 来 说 ， 秩 数 就 是 维 数 。 


与 线性 空间 一 样 ， 若 必 是 R 上 的 nm 秩 自由 模 ， 那 么 必 中 的 一 组 
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元 素 能 成 为 MK 的 一 个 基底 必须 是 恰好 含有 ? 个 元 素 。 当 然 ， 并 不 
是 凡 个 元 素 就 一 定 成 为 MM 的 一 个 基底 。 
定理 3 设 M 是 交换 环 R 上 的 n 秩 自由 模 。a1 ,0，，…,aw 是 MM 
的 一 个 基底 ，B1,B:,…,B: 是 届 的 任意 7 个 元 素 ， 今 
Bi=tiiQarttisar t+tiaQn, 
| 
1 


VE 士 122 十 十 faaQa。 


则 有 ，p, ,8:，…,B, 也 是 M 的 一 个 基底 所 >z 阶 方 阵 T(4 7)》 是 可 
逆 的 。 : 
证 ” 先 证 明 充分 性 成 立 ， 为 了 简便 ， 我 们 也 采取 高 等 代数 中 
使 用 过 的 记 法 ， 即 把 每 一 个 B; 用 a1,Q:，…,Q。 线 性 表 出 的 式 子 集 
中 的 写成 矩阵 形式 : 


f8 | 
Ba | 
1 | 
\B。 7/ bia 


这 样 ， 因 为 7 是 可 逆 的 ， 存 在 北 阵 T-!。 用 7 :从 左边 去 乘 上 式 
的 两 端 ， 则 得 
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ay 
这 说 明 每 一 个 a: (i=1,2,…,n》 均 可 由 Bi,B，,…,B, 线 性 家 出 。 
因为 a1,4:，,…,as, 是 M 的 基底 ， 所 以 B1,B,，,…,B, 是 MM 的 一 组 生 
成 元 素 。 
进而 ， 为 了 证 明 B1 ,Bz,…,B, 也 是 MM 的 一 个 基底 ,只 要 指出 
8 8:，…, 有 关于 R 是 线性 无 关 的 就 行 了 。 令 . 
diB1 r+ dBrt +d,B, = dB,=0. 


将 每 一 个 B; 用 其 由 Q1，,Q:，,…，,4。 的 表示 式 代 换 进去 ， 则 有 


0 =diB1+dBs +t tdnB, 

=di(tiiar +tiaGs+ "+tinQs) + 
+d2 (triQ1+ts2Qs + "+itinQn) + 
十 …… 十 
+d。 (taial 十 isQz 十 … 十 fosQe) 

=(ditiitdztri te tdotal) Ci 十 
+ (ditis tdstss+°* +datss) Ca 十 
i 
+ (ditintd2stsnt et doatea) aay 


因为 cl ,a;:，…,a, 是 基底 ， 所 以 


人 +dst21 + +dsts1= 0， 


ditist dst2s + +dntas = 0, 
| 


(es 0。 
把 上 述 这 ”个 等 式 改 写成 矩阵 的 形式 ， 即 为 
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/ti tis … tN 


Cdidarda) If fas lar)=(00.0) 


tar les lon’ 
用 了 = (7 的 道 阵 T-! 从 右 端 去 乘 上 式 两 边 ， 则 得 
(did2°%dn) = (00…0)， 
亦 即 d = 0 ,dz= 0,*…,ds= 0。 这 就 肯定 了 Bi ,8:，…8, 是 线性 
无 关 的 。 总 之 ，B1，B:，,…,B, 是 MM 的 一 个 基底 。 
其 次 证 明 必 要 性 成 立 。 已 知 Bi ,8:，…B。 也 是 玉 的 一 个 基底 ， 
去 证 8, ,8:，…,8B。 用 原 基底 ck，ca，…，cn 线性 表 出 的 系数 组 成 的 
nn 阶 和 矩阵 工 = (ti;) 是 可 道 的。 因为 Bi1，B:，,…,B， 也 是 M 的 基 
底 ， 所 以 a1,a:，…,a + 都 能 用 Bi,B:，,…,B。, 线 性 表 出 ， 即 有 
Qa1=t11B1 +tirBs te +tinB,, 
| as=tiB1 ttisBe te +t:nB,, 


2 =taiBi ttsrB2 t+ +tanB,, 


亦 即 
(aa 有 
| 人 | = Bs 
\as/! wy ， 
其 中 S= (ti;) 于 是 则 有 3 
oy ea 
- a: | =ST| 入 | 
所 [3 4 
Ce/ Nay 
由 于 a1,4:，,…,Q， 是 用 的 基底 ， 故 有 
ST=T。。. 


这 样 ，T 必 为 可 逆 的 。 目 
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定理 3 的 意义 在 于 说 明 ， 交 换 环 R 上 的 n 秩 自由 模 放 的 基 
底 与 R 上 的 可 逆 ? 阶 矩阵 是 一 一 相当 的 。 通常 把 联系 着 两 个 基底 
Q1,02，" ,04 与 B1 8:，…,8。 的 系数 矩阵 了 

fp { 25 1 
| 8， | 


as | 


=T 


叫做 从 基底 ci ,a:,…，a, 到 基底 B1,B，，,…,B, 的 过 渡 和 矩阵 。 
如 果 给 定 了 自由 模 M 的 两 个 基底 : 
Qis02,°" 0a 882 8。 
对 于 M 必 中 的 任意 一 个 元 素 v ， 已 知 v 关 于 基底 a1,a;,…,Q， 的 表 
出 系数 ai ,4a2，… 0，: 
V=aiCI 二 4202 十 十 OnGQGny 
那么 ， 通 过 基底 的 过 渡 矩 阵 T ， 便 可 得 出 元 素 v 关于 基底 8, ， 
，…8B。 的 表 出 系数 b1,bs,…,b，, 


8 事实 上 ， 若 令 
V=0b1B1 +bsBi + +bB,. 
写成 矩阵 形式 就 是 
(8:) 
v= Cbibaeebs) | 
(i 
“Bs. 
于 是 ， 把 各 个 Bi 都 用 a1 ,a:，,…,9。 的 表示 式 代 换 进去 ， 则 有 
fa 


| { 
v= (bb.b,) 7| | 
| 


因为 元 素 v 关 于 基底 ck，c:，…，c 的 表示 系数 是 唯一 的 ， 故 有 
(biba“b T= (aid ps) » 


fi 
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从 而 可 得 

(Bb1b2%bs)= 《2102…0a)T 1 
这 就 是 同一 个 元 素 v 关于 两 个 基底 ， 

catch 8 8 ，…，B。 
的 表示 系数 a1，a:，…，a4 与 1，bs，…，b。 之 间 的 关系 式 ， 
其 中 7 是 从 基底 cl ax，…，a, 到 基底 8 ，8:，…， 8, 的 过 渡 和 矩 
阵 。 . 
定理 4 设 R 为 有 便 等 元 素 的 交换 环 ， 则 有 ，R 上 的 两 个 自 
由 模 M 与 M' 是 同 构 的 充分 必要 条 件 是 


rankM = rankM’ . 
证 ” 先 证 明 充 分 性 成 立 。 假设 rankM =rankM'， 去 证 MM 与 
M' 是 同 构 的 。 


当 rankM= 0 时 ， 则 有 M= {0}，M' = {0}。 因 而 自然 有 
MM 之 M'。 一 般 地 ， 令 rankM =rankM’ =n， 在 M 与 M' 中 分 别 任 
意 取 定 一 个 基底 ， 
a1, Qs, **, Qa EM 
Qi1’, G3, asEM’, 
于 是 ， 可 以 规定 一 个 映射 
OKI tA + tr |— XG + X02 + Xun 
显然 ， 规 则 9 做 为 是 从 M 到 MM' 的 一 个 映射 是 合理 的 。 并 且 不 难看 
出 ， 上 映射 是 到 M/' 上 的 满 射 ， 同 时 又 是 单 射 。 进 而 ， 若 再 有 
Piya + Ya te ty | 一 >2iCi 十 220t 十 十 VCw， 


那么 ， 就 有 


(xi 十 YaQ2 十 十 XnGn) TICI 二 2202…m 十 sa)) = 
=9(Xiat + X202 + + Xa) + PY AL FY Yn) 和 
pk(xiar + XQs t+ +X0n)) = kp(xiar 二 Y2Cz 十 … 十 XnQn ) 

这 就 是 说 ， 映 射 p 是 一 个 模 同 构 映 射 ， 即 
MM’, 
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其 次 证 明 必 要 性 成 立 。 假 设 必 之 M' ,去 证 rankM = rankM 7 。 
当 M= { 0 } 时 ， 必 有 MM ”= {0 }， 从 而 rankM =rankM’ 。 
一 般 地 ， 设 rankM = x 盖 0， 在 内 中 任意 取 定 一 个 基底 ， 
Qi, Ga, “es Qn 
由 MM 渤 M'， 可 令 g 是 M 到 M' 的 一 个 模 同 构 映射 。 令 
pla1)=a, p42) = %, Par)=an, 
于 是 ， 对 于 模 M' 的 任意 一 个 元 素 8’ ， 必 有 
BE M， 使 得 6’ = p(B)。 
这 样 ， 把 8 用 模 M 的 基底 a;:，as。，…，Q， 表 示 出 来 ， 
B=biar+pbaas+…+Dsawy 
则 有 
B’ = p(B)= bar tba t+ +h,a.) 
=big(ai) +hp l(a) + +b.p(a.) 
=biQi +Dbaa2 十 十 ace 
由 此 可 知 ， aiya:，…，an 是 模 M' 的 一 组 生成 元 素 。 进 而 ， 着 有 
0 =biar+b2as + +hean, 
则 有 | 
0=biar +b2a, + + bo 
=bi9(a1) +hbp(a2) + + bp(0,) 
=9biar tbras t+ +h.a.) ， 
由 于 9 是 同 构 映 射 ， 则 得 
biartbas t+ +b .0,= 0。 
又 因 Q1，a:，…，Q。,， 是 模 MM 的 基底 ， 故 有 
bi=0, b=0, ,bb,=0., 
这 就 说 明 ，ai，c:，…，ws 是 线性 无 关 的 ,总 之 , al，a:，…， 
a 是 模 M' 的 一 个 基底 ， 亦 即 
rankM’ =n. 
推论 设 R 是 有 恒 等 元 素 的 交换 环 。 那么，M 是 R 上 的 
%(>> 0) 秩 自 由 模 <>M 汪 RR'"，。 
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事实 上 ， 这 个 推论 就 是 定理 5 的 另外 一 种 说 法 。 因 此 ， 没 有 
更 多 要 说 的 话 . 时 

定理 4 《或 推论 ) 的 意义 在 于 ， 它 表明 交换 环 R 上 的 自由 模 
信之 代数 结构 仅仅 决定 于 它 的 秩 数 rankM。 以 抽象 代数 的 观点 来 
说 ，R'" 穷尽 了 交换 环 R 上 的 自由 模 ( 充 其 量 再 补充 一 个 零 模 
M= {0 }) 。 从 而 可 以 说 ， 交 换 环 R 上 的 %( > 0 〉 秩 自由 模 就 
是 R 上 所 有 的 1xn 和 矩阵 ， 即 “n 数 组 ”做 成 的 模 。 

以 上 介绍 了 自由 模 的 概念 和 基本 性 质 。 特 别 是 对 于 交换 环 下 
来 说 ， 我 们 证 明了 所 谓 的 “ 维 数 不 变 性 ”， 从 而 揭示 出 交换 环 及 
上 自由 模 的 数量 特征 一 一 秩 数 。 2 

最 后 ， 再 举 一 个 例子 来 结束 本 节 的 讨论 。 

例 7 设 R 为 除 环 ，M 是 R 上 的 自由 模 。 那 么 ， 必 的 任意 两 个 
基底 中 所 含 元 素 的 个 数 相等 。 

证 令 

Qi, G2, ***, CaSB1, Bi, *, Bn 
是 MM 的 两 个 基底 。 去 证 m=7。 
因为 cl，cz，…，c 与 Bl，8:，…，8。 都 是 NM 的 基底 ， 所 
以 po 关 0 ， 并 且 
Bn =7riQ1 tr202 + :+7aQ ys 
其 中 71，72，…，7， EGR， 而 且 不 全 等 于 零 。 
如 果 令 7 是 第 一 个 不 等 于 零 的 系数 ， 则 有 
Qs =73'Bn 一 
这 表明 Ba，Qi1，…，as-1，Qs+i，“…，0s 是 模 M 的 一 组 生成 元 
素 。 特 别 地 ， 

Bm-i = smBnttiQr +t tt ti 十 十 iaQn 
其 中 sm ER， 而 且 三 ，…，1h-1，1h+1，…， 如 不 全 为 零 。 因 为 
不 然 的 话 便 有 
忆 Bn-i~snBn= 0， 

这 与 B,，…，pu-:， 有 .是 基底 相 矛 盾 。 
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如 果 令 与 是 其 中 第 一 个 不 为 零 的 ， 则 有 a jy 就 可 以 用 Bm-， ， 
Bm 和 {a1i 才 j,k} 线性 玫 出 。 这 就 说 明 
{Bn-i1, Bn} Ut{as [ii, £} 
是 模 愉 的 一 个 生成 元 素 集 . 从 而 又 有 ，pB。- :能 用 子 集 { Bn- ;Bs} 
U {asili#j, 上 } 的 元 素 线性 表 出 。 把 上 面 这 种 “用 8 替换 z” 的 
过 程 继续 做 下 去 ， 在 第 bp 步 兰 换 完 之 后 ， 我 们 得 到 由 Dp 个 B, : 
po Bn-i, Eg Bn-p+1 
和 没 被 替换 掉 的 2 -2 个 oa 所 组 成 的 子 集 ， 并 且 此 子 集中 的 全 部 
?个 元 素 生成 模 孜 。 . 
这 样 ， 假 如 nx<m，， 那 么 做 完 第 n 步 替换 之 后 将 得 到 7 个 
Bn, Bn-1, i Bi » 
而 且 是 M 的 一 组 生成 元 。 由 于 mw--n+1 之 2， 从 而 B， 将 被 Bm， 
Bn-1，…，Bm-a+1 线性 表 出 。 这 与 Bi ，B:，…， 有 。 是 M 的 基底 
相 了 矛盾 。 因 此 必然 有 m 二 nx。 同 理 可 以 推 得 x<m。 故 而 m=。 
有 了 除 环 及 的 “ 维 数 不 变 性 ”， 就 能 给 出 除 环 上 自由 模 滩 
数量 特征 ， 即 有 
除 环 R 上 的 两 个 自由 模 M 与 MM’ 是 同 构 的 充分 必要 条 件 是 
rankM = rankM’ 。 


习 题 
1。 设 R 为 任意 有 恒 等 元 素 的 环 ，e1，e:，…，c。 是 自由 模 
"的 一 个 基底 ， 令 f1，f:，…，fm 为 R'” 中 之 任意 w 个 元 素 ， 
fi= esc, A= (ai;) 


证 明 ， 有 ,fs，…,fm 是 R'" 的 一 个 基底 < 之 存在 nxm 和 矩阵 B, 使 得 
BA=I,, AB=1,. 
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从 而 证 明 : 及 ”全 尺 ”所 > 存在 4 与 Be， 使 得 
3B4=T。，4B=T。。 
2。 设 R 为 有 便 等 元 闲 的 可 换 环 。M 与 N 都 是 R 上 的 模 。 对 
任意 一 个 模 同 态 7E 瑟 om(M，N) ， 按 以 下 规则 定义 倍数 运算 ， 
(kn)a=k(n(a)) ,KkER, aEM. 
证 明 : Hom《(M，N) ) 做 成 R 上 的 模 。 进 而 证 明 ， 
rankHom (R‘™, RW) =mn, 
3。 求 2' 的 子 模 ZC 《f1，f,，fs) 的 一 个 基底 。 其 中 
fi= (1，0，0)， 
f= (2，-1，0) ， 
dW 
4。 求 (Q [A] ) ”的 子 模 LC(f1，f，，fs) 的 一 个 基底 ， 
共 中 为 有 理 数 域 ， 而 
fi= (2 一 1，X，Xz +3) ， 
fie hy A A 
fs= (A+1，2X，2X: -3) 。 
5。 求 由 一 切 满足 条 件 
XI 二 2xz+3xa= 0， 
Xi1+4x,+9xs= 0， 
的 《x1，xs，x3) 所 组 成 的 2 的 子 模 的 一 个 基底 。 
6。 证 明 : 任 一 循环 人 群 愉 做 为 2 一 模 是 自由 的 和 拓 > M 是 无 限 
循环 群 。 
7。 设 R 为 除 丈 。 证明，R 上 的 两 个 自由 模 履 与 MM' 是 同 构 的 
>rankM = rankM’ 。 
8。 设 MM 为 除 环 R 上 的 模 。al!，a:，…，as EM。 证明; 
《1) a1,02，…sQs 是 线性 相关 的 专 之 存在 某 一 个 as， 它 是 
前 面 一 些 a; (1<i<k) 的 线性 组 合 。 
(2) 如 果 a1,a:,as 是 线性 无 关 的 ， 那么 


Qita:, astas, ast+a 
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是 线性 无 关 的 < 拓 > 尺 的 特征 数 不 等 于 2 。 
9。 设 R 为 有 恒 等 元 素 的 环 ， 并 具有 “ 维 数 不 变 性 ”。 证 
明 ， 如果! 与信, 均 为 R 上 的 自由 模 。 那 么 M1 名 M: 也 是 RI 上 的 
自由 模 ， 并 且 
rank (Mi DM,) =rankM, +rankM ,. 
10。 设 R 为 有 恒 等 元 素 的 环 ， 并 且 没 有 零 因 子 。 证明， 如果 
对 任意 的 r，sER 均 存在 不 同时 为 零 的 元 素 4，5bER， 使 得 ar + 
5s = 0， 那么 R 具 有 “ 维 数 不 变 性 ”。 
11。 设 是 有 恒 等 元 素 的 环 ，N 是 K 上 的 模 ，N 中 存在 可 数 无 
穷 多 个 元 素 : 
el cz2，… Cm “°° [学 各 ) 
使 得 N 中 每 一 个 元 素 均 能 用 (1-2) 中 有 限 个 元 素 线性 表示 出 来 ， 
并 且 这 种 表示 法 恒 唯 一 。 令 
R= Hom, (N, N) 。 
试 证 ， 把 R 做 为 R 一 模 来 看 时 ,对 任意 一 个 正 整 数 x?， 其 中 均 有 n 个 
元 素 组 成 一 个 基底 。 
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$3 自由 模 的 子 模 与 同 态 映射 


我 们 先 来 考察 自由 模 的 子 模 。 在 上 一 章 的 讨论 过 程 中 已 经 知 
道 ， 循 环 模 的 子 模 未 必 是 循环 模 ; 一 般 地 ， 有 限 生 成 模 的 子 模 未 
必 是 有 限 生 成 模 。 进 而 ， 我 们 自然 想到 ， 自 由 模 的 子 模 是 否 还 是 
自由 模 ? 

以 下 两 个 例子 具体 的 回答 了 这 个 问题 。 

首先 ， 令 有 R 为 剩余 类 环 Ze， 即 

R={0, 1, 2, 3, 4, 5}=Z6; 
再 取 M 为 加 法 群 {Zo; + } 。 这样，M 就 自然 成 为 一 个 R 一 模 ， 
而 且 是 秩 数 等 于 1 的 自由 模 ， 

M=[C1), rankM =1。 
于 是 ， 模 M 的 子 集 N = { 0 ，3 } 是 一 个 子 模 ， 显 然 ，N 不 是 M 
的 自由 子 模 。 

此 处 环 尺 =Zs， 这 是 一 个 交换 环 〈 当 然 有 恒 等 元 素 ) ， 但 是 
有 真 零 因子 。 

其 次 再 看 一 个 例子 。 设 R=2ZCA]， 即 R 是 整数 环 Z 上 的 一 个 未 
定 元 入 的 多 项 式 环 。 显然， 这 个 环 玉 是 交换 环 (当然 有 便 等 元 
素 ) ， 而 且 没 有 真 零 因子 。 这 说 明 R=2ZC 和 J] 是 一 个 较 强 的 环 。 

现在 还 是 把 R 本 身 看 做 R 一 模 。 则 有 

. R=[1), 
即 怀 做 为 R 一 模 是 自由 的 ， 并 且 rankR= 1 。 
令 
N=LC(2, \) 
即 N 是 由 2 与 入 这 两 个 元 素 生成 的 子 模 。 我 们 考察 这 个 子 模 入 是 
否 为 自由 子 模 。 
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首先 ，N 不 是 零 秩 的 。 

其 次 ， 这 个 NN 也 是 环 ZC 和 J 的 理想 子 环 ， 但 不 是 主 理想 子 环 ， 
即 它 不 能 由 一 个 元 素来 生成 。 这 表明 ，N 做 为 子 模 不 是 1 秩 的 。 

再 次 ， 可 以 指出 N 中 任意 的 两 个 元 素 : 

fi1(%) , fC(%) EN， 
关于 环 ZC% 都 是 线性 相关 的 。 事实 上 ， 不 难 找到 环 .ZCA] 中 的 
两 个 元 素 ， 

有 = 六 (A) » ks= -fi(N) » 
以 这 两 个 元 素 做 系数 ， 便 有 

kifi Ch) +ksf.l(s)= 0。 
这 就 断定 户 (D) ，f2(X) 在 2Z 5A] 上 是 线性 相关 的 。 进 而 ， 自 
然 可 知 ，N 中 任意 多 于 两 个 的 元 素 关 于 环 Z[X] 也 总 是 线性 相关 
的 ， 

总 而 言 之 ，N 中 任意 一 组 元 素 都 不 能 做 成 基底 。 故 而 ， N 不 
是 自由 模 。 

但 是 ， 对 于 条 件 更 强 一 些 的 环 了 ， 我 们 可 以 证 明 ，R 上 自由 
模 之 子 模 亦 为 自由 模 。 即 有 

定理 1 设 D 为 主 理 想 环 ， 那 么 ,， DD 上 自由 模 M 的 子 模 也 
是 自由 模 ， 并 且 

rankN<rankM, 

证 设 rankM=n， 且 n> 0。 于 是 , 不 妨 认 为 M=D'"，。 
对 秩 数 ”做 数学 归纳 法 。 

当 n=1 时 ，M =D'n =D。 于 是 ，M 的 子 模 入 就 是 D 的 理想 
子 环 ， 因 为 DD 是 主 理想 环 ， 所 以 是 一 个 主 理想 子 环 ， 即 有 f€ 
N, 使 

N= (f)， 
此 处 符号 〈(f) 表示 N = (f) 是 由 元 素 f 生成 的 理想 子 环 。 

这 样 ， 当 f = 0 时 ，N 是 零 秩 自由 模 ; 而 当 去 0 时 ， 因 为 DD 
是 主 理想 环 ， 记 以 D 没 有 真 零 因子 。 从 而 ， 可 知 
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kf= 0 =>k= 0. 
这 就 说 明 N = (有) = [ 户 ， 即 N 是 1 秩 自 由 模 。 由 此 ， 定 理 对 x= 1 
的 情形 成 立 。 
归纳 假设 定理 对 x 一 1 的 情形 已 成 立 ， 下 面 看 秩 数 等 于 4 的 
模 的 情形 。 取 D "的 一 个 基底 ， 


E13 C2 *', Cn3 


令 
Do-D = [ex ，…， ec] ， 
这 是 一 个 x- 1 秩 的 自由 模 。 于是， 有 商 模 
p™ /ps =LC (ei) 慎 Ce) 
即 rangD‘™ [D™"-» =1, 其 中 es =e+D"" 2, 
从 而 有 
N= (CN+DeD /De 


是 商 模 D"/D “的 一 个 子 模 , 如 果 轴 ={0 } ,那么 NS 


DD“"-，。 由 归纳 假设 ， 可 知 定理 成 立 。 下 面 考察 和 天 {03 的 情 
形 ,分 两 种 情况 ， 
(1) NND"-n¥{0} 


这 时 ， 杞 做 为 1 秩 自 由 模 本 "=D" /D+ 的 子 模 ,我 们 


已 知 它 也 是 自由 的 ， 且 因为 头 {0}， 故而 六 是 1 铁 的 。 即 有 
N=Cf) § 
其 中 斑 = 有 +D "0. 由 于 N=CN+ D"-0)/D -1 ,我 人 可 


以 取 成 有 EN。 
再 由 NND"-， 是 D"* 的 子 模 ， 依 归纳 假设 可 知 
NND"-， 是 自由 模 ， 可 令 
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NMDe2D =Cfs, ,fo), 
县 有 m 一 1<n-1。 现在 我 们 可 以 证 明 f1，f,…，f。 恰好 是 子 模 
入 的 一 个 基底 ,为 此 先 证 它 是 NN 的 一 组 生成 元 素 。 设 y 为 入 中 任 一 
元 素 ， 于 是 ，9EN。 故 有 
y=bifi, b1. ED 


从 而 可 知 
y-bfi ED™"-D, 
又 因 有 取 在 N 里 ， 则 有 y-b1f1 EN。 这样 就 有 
y-bfi ENND"-D., b 
因而 y~-b1f， 能 用 NND"-1 的 基底 f,，…，f, 线 性 表 出 ， 
ybifi =bsfs + +b,f,. 
5:，"…，bmE€D。 即 有 
y=bifr +b2fs t's + bf,, 
故而 访 ， 轧 ，…， 思 是 人 的 一 组 生成 元 素 。 
其 次 ， 指 出 有 ，f,，…，f。 关 于 DD 是 线性 无 关 的 。 浴 有 
Difitbofit t+b,f,= 0， 
那么 
bfi=— (bsfatet+bafs) = 0. 
因为 天 是 入 的 基底 ， 所 以 5 = 0 。 于 是 有 
bsfst thf,=0., 
而 f，…，f. 是 NND"-1 的 基底 ， 故 得 
b=0, *…, b.=0.。 
这 就 得 出 f1，f，，…，f。 在 D 上 是 线性 无 关 的 。 即 得 fi ，f:,*…， 
f。 是 子 模 尺 的 基 底 ， 且 有 mn。 
(2) NnDe2 5 ={0} 
这 时 对 轨 中 任 一 元 素 y， 有 y=b4 及 。 从 而 
y-bif1 ED , 
又 由 y- 妇 1 EN， 故而 y-b1f1 ENND"~1。 故 而 
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y-bfi=0, BT y=b:f. 


这 就 说 明 ，f 是 的 生成 元 , 而 九 显然 关于 DD 是 线性 无 关 的 。 即 
得 所 是 子 模 的 基底 ， 
这 就 证 明了 六 关 { 0} 时 定理 成 立 。 到 此 ,定理 1 ,被 完全 证 明 
了 .。 目 Je 
推论 域 尺 上 的 有 限 维 线性 空间 了 的 子 空 六 也 是 有 限 维 
的 ， 并 且 dzm 隐 过 dm 特别 地 ， W=V<>dim W=dimy. 
再 有 一 点 可 以 提出 的 ， 就 是 推论 中 的 后 一 个 结论 对 一 般 的 自 
由 模 来 说 是 否 也 成 立 ? 请 读者 考虑 。 
下 面 讨论 自由 模 的 同 态 映射 。 在 这 里 充分 显示 出 矩阵 的 重要 
作用 和 意义 。 
设 R 为 任 一 有 恒 等 元 素 的 环 ，M 与 M' 均 为 R 上 的 自由 模 。M 
有 个 元 素 
QI Q2 9 On 
做 成 的 基底 M' 有 m 个 元 素 
Qf Qa 9 On 


做 成 的 基底 。 令 gE Hom(M，M’) , 即 o 是 从 M 到 M' 的 一 个 模 同 
态 映 射 。 于 是 ai，c:，…，Cc, 在 5 之 下 的 象 是 模 内 ' 中 的 2 个 元 
素 ， 从 而 它们 都 能 用 MM' 的 基底 a1，Q:，…，aw 以 唯一 的 形式 线 
性 表示 出 来 : 
O(a1)=a1er +A; + +arnods 
De ee 
| (1) 


\oCa,)=ara! +an0s + +a a0, 


其 中 qsy ER3 TI=1，2，… 1，j 三 1;2，…; 轴 。 这 样 ， 由 这 xm 
个 表示 系数 得 到 一 个 唯一 确定 的 nx m 和 矩阵 ， 


+ 159 9 . 


{as aia ”Qn 


A=| 1 Q22 | (2) 
1 。 。 wi 
bay Qn2 Qnm) 
称 4 为 o 关 于 基底 a1，42:，…，Q, 与 el，a:，…，cw 的 表示 和 矩 


阵 ， 

反 过 来 ,如 果 事 先 给 出 了 一 个 xz 矩阵 4= (aiz) 如 (2) 。 
于 是 ， 由 于 一 个 模 同 态 唯一 的 决定 于 它 对 基 底 中 每 一 个 元 素 的 
象 ， 因 此 按照 〈1 ) 式 就 能 得 到 一 个 唯一 确定 的 模 同 态 ， 

03 M—>M’, 
并 且 明 显 可 见 ， 这 个 模 同 态 o 关于 基底 
Ci 02 9 On 与 Cl 2) os nm 
的 表示 矩阵 恰好 就 是 事先 给 出 的 zx m 和 矩阵 4= (cy) 。 

以 上 讨论 表明 ， 对 于 任意 的 两 个 自由 R 一 模 M 与 MK' ， 它 们 之 
间 的 模 同 态 映 射 o 与 R 上 的 矩阵 4= (a; ;〉 存在 着 自然 的 、 重 要 
的 联系 ， 用 这 种 联系 使 得 每 一 个 模 同 态 

0 3 M—>M!’ 
都 能 用 R 上 的 一 个 矩阵 4= (4a; ;) 有 具体 地 表示 出 来 。 概 括 地 说 就 
是 ， 自 由 炳 之 间 的 模 同 态 映 射 能够 用 R 上 的 矩阵 来 刻 划 ， 
首先 ， 在 自由 模 M 与 M/ 中 分 别 了 到 定 一 个 基底 ， 如 
Q1 02, Cr 与 (4 2 Cn 

其 次 ， 把 模 同 态 o 作用 于 基底 &;，&:，…，aQ， 中 各 个 元 素 
上 的 象 用 基底 e!1，a:，…，as 线 性 表示 出 来 ,如 前 面 的 (1 ) 式 。 

结论 :规则 

1:0|—>A, 
是 Homg《M 腑 ，M') 到 有 ,x。(R) 的 一 个 双 射 〈 一 一 对 应 ) 。 

特别 地 , 当 M = M' ,并 且 把 wycs， :as 与 ay os au 取 
成 模 由 的 同一 个 基底 ， 即 令 


， ‘ 
n=m 且 Qi1=a1, G2=0:, pv Co 一 Ga 


-160 


这 时 ， 前 面 的 〈1 ) 式 就 是 
(oe: Ci101 十 Gi202 十 十 GinsQny 
CCas)=C2i0iI 二 0az242 十 … 十 Ca 
oda,) )=aria +a t+ +ar 0,, 

而 5 是 自由 模 M 的 任 一 自 同 态 ， 它 关于 其 
Ci 02 Gew 

的 表示 和 抢 阵 4= (a ) 则 是 一 个 z 阶 方 阵 ， 即 有 
7 0 | 一 > 人 4 

是 从 瓦 om(M，M) 到 M.(CR) 的 一 个 一 一 对 应 〈 双 射 ) 

用 答 阵 刻 划 自 由 模 的 同 态 映射 的 重要 意义 和 深刻 性 ， 远 不 目 
于 使 得 Eoma (M，M') 与 MM,:。(R) 的 成 员 之 间 能 够 一 一 对 应 
起 来 。 下 面 我 们 就 来 进一步 揭示 这 种 一 一 对 应 7 更 为 本 质 的 内 
涵 。 

我 们 已 经 知道 ，Homra (M，M’) 关于 模 同 态 的 加 法 做 成 加 
法 群 ， 而 当 了 为 交换 环 时 ，Hom(M，M’》 还 是 RR 上 的 一 个 在 
模 。 相 应 地 ，M.*。(R) 也 是 加 法 群 、 左 模 。 特 别 地 ， 当 M = MM 
时 ， 还 有 

{Homa(M, M); +, »*} 
做 成 一 个 环 一 一 模 M 的 全 自 同 态 环 ， 其 中 的 乘法 是 模 同 态 映射 的 
合成 ， 自 然 相应 地 也 有 M。(R) 也 是 环 一 一 R 上 的 z 阶 全 阵 环 。 
既然 情况 是 这 样 ， 我 们 自然 会 问 ， 一 一 对 应 ? 是否 保 持 相关 
的 运算 ? 或 者 说 ， 一 一 对 应 1 是 否 使 得 相应 的 代数 结构 不 变 ? 
首先 ， 我 们 不 难 肯定 如 下 的 结论 ， 即 
定理 2 设计 与 M' 均 为 环 R 上 的 自由 模 。 


令 
M=({a, oa，…，cv]， 
7 = [ay，ci，…，aw]。 
那么 一 一 对 应 
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1: 0|—>A, YoEHomr (M, M’) ， 
其 中 4 为 0 关于 基底 Q1，Q:，…，a, 与 41，4:，*…，0m 的 表示 算 
阵 ， 是 加 法 群 的 同 构 映射 ， 
1: Hom (M, M’)—>M,..n(R) ， 
如 果 R 是 交换 环 ，? 还 是 五 omg(M，M' ) 与 M。x。 (R) 的 一 个 R 一 
模 同 构 。 
定理 2 的 证 明 做 为 习题 留 给 读者 去 完成 。 重 
较为 细致 而 又 多 少 有 些 复杂 的 是 有 关 乘 法 的 情况 。 对 此 、 我 
们 考虑 环 R 上 的 三 个 自由 模 M，M“ 与 M*。 它 们 分 别 有 基 底 ， 
CI CQ2，… 和 9 Cs 
Qt, G2 “9 CQ 
a Ors ,ase 

即 有 
M=[a1, ci，…， as]， 
M’=C01, of, ,Cm), 
Mr=Cat, gz, ts), 

设 c 是 M 到 M' 的 任意 一 个 模 同 态 映射 ， 关 于 基底 41 ,43,…， 
Qs 与 41，Q:，*…，0s 的 表示 矩阵 为 2x 闫 矩阵 4= (asy) ;Tf 是 
M' 到 My/ 的 任意 一 个 模 同 态 映 射 ， 关 于 基底 aY，az，…，aw 与 
1Y，0z，*…，。Qs 的 天 示 和 矩阵 为 nx s 和 矩阵 B= (5by，) 。 于 是 ，o 与 
5 的 合成 是 下 到 M? 的 一 个 模 同 态 映 射 rx。 我 们 来 计算 这 个 模 同 态 
TO 关于 基 i，2;，…，a, 与 41，Q2，…，Qs 的 表示 矩阵 等 于 
什么 。 为 此 ， 按 照 模 同 态 映射 的 表示 矩阵 的 定义 ， 这 需要 计算 ra 
作用 基底 {xi，c:，…，%.} 的 各 个 元 素 的 象 被 基底 crycz，…， 
as 线 性 表 出 的 诸 系数 。 即 有 

ToO(Q1)=T(a 01 ta te +arn0n) 
=aii(Ta) +t as(Tas) + .+ara(TOe) 
=ari(biiar +bi2ar + thbisas) + 

+ass (biat +b2s2s0r+ +bisas) + 
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十 十 
+aimCbnior tbnslst+ + basos) 
= (aibiitaizb2a + +armbni)aT+ 
+ (arabizt+aszbas te tarmbmz)es + 
十 十 
+ (aibgis+aispas+…w+ainpgns) asy 
其 中 i=1，2，…。xw。 由 此 可 知 ， to 关于 基底 al，c:，…， 
Qs, 与 1，4z，…，Qs 的 表示 和 矩阵 
C= (cs) ,Cis=arbistarabas tr tarmbnss 
其 中 i=1，2，…，n3j=1，2，…，5。 因 此 ， 即 有 
C=4B。 
特别 地 ， 当 gc，T 都 是 自由 模 M= [ci，c:，…，%。] 的 自 
赔 态 ， 并 且 
710|—>4, 
TY | 一 > 了 ， 
则 有 
1 1:70 | 一 >4 了 。 
把 以 上 的 讨论 归纳 起 来 可 以 得 到 如 下 的 结论 。 即 有 
定理 3 设 M 为 环 R 上 的 自由 模 , 任 取 的 一 个 基底 a1 ,0:， 
…，0。， 那么 喘 射 3 
7:0|—>4, 
其 中 4 是 自 辐 态 c 关 于 基底 41!，a:，…，a，。 的 表示 和 矩阵， 是 环 
Homag(M，M) 与 M,《R) 的 反 同 构 映 射 。 而 当 R 为 交换 环 时 ， 映 
射 
1 3 0 | 一 > 4 


则 是 环 Homr(M,M) 与 M。(CR) 的 同 构 映射 . 目 
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习 题 


1。 设 R 是 主 理想 环 ，M 是 R 上 的 有 限 生成 模 ， 有 由 个 元 素 
组 成 的 生成 组 。 试 证 ， 双 的 每 一 个 子 模 N 也 都 是 有 限 生成 的 ， 而 
且 均 可 由 m 个 元 素 生 成 ， 使 nn。 
2。 设 作 !:，M, 都 是 主 理想 环 R 上 的 模 。7,pER， 其 中 为 素 
元 。 试 证 ， 
1) rMi= {rxIx€EM1} 和 MiCr] ={xEMi|rx= 0} 都 是 
Mr: 的 子 模 。 
2) iorMi ={zEMilcennx 关 0} 是 MI 的 子 模 。 
3 ) MiCb] 是 域 RMCDD) 上 的 线性 空间 。 
4 ) 对 于 每 一 个 正 整数 x”， 均 有 R 一 模 同 构 ， 
( R/C)) cp) SR/ Go 加 ( Rf op°))> Rf op") 
其 中 0 men。 
5 ) 如 果 R 一 模 必 二 M1+ M，， 那 么 
rMrMi +rM:, MOM Er) + Mar), 
6 ) 如 果 有 同 构 映射 
9 :M—>M,, 
那么 
9 : torM 1——> torM:, 
也 是 同 构 映射 ,并且 
:1 McpI—> M,Cp] 
也 是 同 构 映射 。 
3 。 证明， 如 果 R 是 有 恒 等 元 素 的 交换 环 ， 并 且 每 一 个 自由 
一 模 的 每 一 个 子 模 均 是 自由 的 ， 那 么 是 主 理想 环 。 
4 。 设 是 无 零 因子 的 交换 环 R 上 的 自由 模 ， 试 证 ，torM = 
{0 }， 反 过 来 是 否 也 对 ， 为 什么 ? 
.164 。 


5。 设 放 优 主 理想 环 R 上 的 循环 模 ，M= Rx，annx= (7r) 。 
则 有 .. ; 

17 如 果 s ER， (s, 7?)=1， 那么 sM=M; MCs)={0}。 

2 ) 如 果 sN\N7, 令 sk=r+， 那 么 SM 之 R/(Kk)。MCsD 之 R/(s)。 

6。 设 人 是 主 理想 环 R 上 的 循环 模 ， M= Rx，annx= (7)。 则 
有 4 

1 ) M 的 每 一 个 子 模 N 都 是 循环 的 ， 且 车 有 N= Ry， anny= 
(3)》。 则 有 s\>。 

2 ) 对 于 每 一 个 包含 〈r) 的 理想 (s》 ， 对 恰好 有 一 个 子 模 
N=Ry， 使 nzg= (s) 。 
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84 主 理想 环 上 有 限 生 成 模 的 结构 


本 节 讨论 有 限 生成 模 的 结构 问题 ， 这 里 我 们 对 R 是 主 理想 环 
的 情形 ， 给 出 上 有 限 生成 模 的 分 解 定理 和 不 变性 定理 两 个 方面 
的 重要 结果 。 虽 然 主 理想 环 是 比较 特殊 的 环 ， 但 是 主 理想 环 上 有 
限 生 成 模 的 结构 理论 不 仅 具有 完整 性 与 深刻 性 的 特点 ， 同 时 还 有 
许多 方面 的 具体 应 用 。 
定理 1 设 R 为 主 理想 环 ，M( 关 0) 是 R 上 的 有 限 生成 模 ， 
那么 MK 可 以 表 成 循环 模 的 直 和 : 
M = Rzi 中 Rz: 中 … 中 Rzs， 
并 使 阶 理想 满足 
annz1 annzs "annzs, annz, FR, 
k=1, 2, *, $。 
证 先 任 取 MM 的 一 个 有 限 生成 组 +!,，xs，…，x，， 则 有 
M= Rx! + Rxz + + Rx,, 
这 里 的 和 未 必 是 直 和 ， 更 谈 不 到 阶 理想 成 递 降序 列 。 我 们 的 想法 
是 ， 把 生成 组 zx;，xa，…，x。 换 成 另外 的 一 个 生成 组 y1y2y2，…， 
y。， 使 循环 子 模 Ry!，Ry，，…，Ry, 的 和 是 直 和 ， 同 时 它们 的 阶 
理想 成 递 降序 列 。 
为 此 我 们 拿 自由 模 R'" = [el，ez，…e。] 与 模 必 做 比较 。 
这 时 ， 自 然 有 一 个 同 态 映射 ” ,使 
及 MA 
其 中 
NE Giet 十 02C2 十 十 Cepn| 一 > CIXI 十 Ca2xX2 十 六 十 Onin 


于 是 由 模 同 态 基本 定理 ， 则 有 
R'™ /K~M， 
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其 中 玉 = kery 。 根 据 上 一 节 的 定理 1 ，K 是 自由 模 ， 因 此 可 以 令 
1，f3，…，fm 为 K 的 一 个 有 限 生成 组 。 把 每 一 个 jf，(i=1，2， 
…，m) 用 RR 的 基底 e1，e，，…， ce, 表示 出 来 ， 即 有 


fi=aiies t+a1rzes t+ "+arncn. 
fa=asier +a2262+ +asnes, 


a + amze2 + + anaen, 


则 得 表示 系数 做 成 的 mnxn 乱 阵 4= (a1y) 。 
这 样 ， 由 第 一 节 定理 8，4 = (a,s) 相抵 于 一 个 标准 形 ， 即 可 
取 m 阶 可 逆 矩 阵 O = 《qi;) 及 ， 阶 可 逆 矩 阵 已 = (p,;)， 使 得 


| 


B-op-i-| | 


其 中 d，d:，…，dr 均 不 为 0 ， 而 且 依次 能 整除 ， 
diNdiN* Nd 


这 样 ， 以 P，Q@ 为 过 渡 和 矩阵 ， 可 使 基底 el，e:，…，“，。 与 生成 组 
有 i，f，…，fm 分 别 换 成 新 的 基底 与 生成 组 如 下 。 


‘er featN (fr) /fy 
flo. 
> 
从 而 使 新 生成 组 并， 用 ，…， 天 用 新 基底 ef，c;，…。。: 线性 表 
出 的 系数 矩阵 恰好 就 是 上 面 的 对 角 阵 ， 
B=diag{ldi, ds3, …，d，0，…， 0} 


i » | 
ez | -pl 
> 


s 167» 


fiN er) 
fi lp:| 
所 es 
写成 单个 的 式 子 就 是 

fi=dier, 
fi=d2e2, 
fr=dre 
frri= 0， 
fn= 0。 


与 上 述 更 换 基底 和 生成 组 的 过 程 相对 应 ， 令 


pe 


| 


1 


Vy 2 
则 使 模 的 原生 成 组 *,，*a，…，xm 换 成 了 新 生成 组 yi ，y:， 
"rp Ye 
又 由 于 

Nes 一 >X 1=1, 2 H, 
而 

ei=puiertpises te" thinens 1=1, 2, ,1 
于 是 


nCel)=npiner thraest "+hinen) 
=p;er) 十 力 ; 29(e2) + +pinnen) 
一 力 i1X1 tpiax2t+ "+pinn 
=2fi。 
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这 就 是 


neil—>y;, t=1, 2, ,1 


下 一 步 便 可 指出 ， 必 的 这 个 新 生成 组 y1，y2，…，ys 即 全 所 
求 。 
首先 指出 ， 和 式 放 = Ry! + Ry，+…+Ry，, 是 直 和 ,为 此 ， 车 
有 
biyitbys te tbys= 0, b;€ER, 
从 而 可 知 51y1 +Da2g:+…+Dayn 在 同 态 映射 ?之 下 的 原 象 
biei +b2es t+: +b,er ER, 
于 是 
bieis +bses ttbaern=cfitcafit +cefr 
=cidie! + csd2e2 + "+erd rer, 
因为 ef，c2，….e: 是 基底 ， 故 而 必 丰 
bi=cidi, bs=c2d2, %%, =crdr brri= 0，… 
b,.=0。 
由 于 die;=f;EK，, 记 以 (die1)=diy;= 0, i=1, 2, … 
7。 则 有 有 


, 


Viyi=cidiy1= 0， 
Diys=C2d2y:= 0， 


Dr=crdryy= 0， 
briyrri= 0 , Lys= 0。 
这 就 得 出 
M= Ryi+Rys + +Ry, = Ry.ODRYD'…DRY,, 
其 次 指出 ，#，9s，…，gr，Yr#+1，…，9。 的 阶 理 想 成 递 降 
序列 。 
先 考 察 前 7 个 元 素 y;:，y:，…，y :的 阶 理想 。 由 于 d iy,= 0 
一 >(di)Sanny;。 肥 之 ， 车 oy; = 0 ， 则 有 
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ae! ER—>ae! =u fr +usfi + +u, fy 
=udie! +uadse! + + urdrel!s 
可 得 
a=uid1, a€E(d;) 
故 有 anny;S(d1) 因此 得 到 
annyi = (di1) ,annys =(d3), ***, anny.=(d,) 。 
再 考察 后 7 -7 个 元 烷 y ,41，…，y .的 阶 理想 。 
车 ay1=0,i=7+1,，…，n。 则 有 
aet ER, Bhaes =vf i tvsfst tv fr 
由 ir+1, 便 知 a=0， 即 
anny: = 0, i=7+1, **, 1。 
总 括 以 上 所 述 ， 可 得 
M= Ry ORy.D…ORY,, 
且 有 
annyi Sannys Anny, Sannyre i Annye, 
在 y 的 阶 理想 anny ;中 可 能 有 茶 些 等 于 R, 这 相当 于 Ry, = 0， 
因此 在 直 和 式 中 可 以 把 这 样 的 加 项 去 掉 。 令 
anny: =anny2 = … = annys: = R, annyisi*R, 
且 令 
2Z1=21r+1，2Z2=2+29 9 Zs=Ya, 
其 中 s=2-t 于 是 就 有 
M= Rz1ORz:D:…ORzs, 
并 且 使 得 
annz1 和 annzs annzs，annzs RR。 
k=1，2，…，s。 到 此 定理 1 被 证 明了 . 和 
我 们 把 定理 1 中 关于 有 限 生成 模 M 的 直 和 分 解 式 叫做 MM 的 标 
准 分 解 式 。 
为 了 进一步 讨论 MM 的 标准 分 解 式 的 唯一 性 问题 ， 我 们 把 它 的 
直 和 项 分 为 两 类 。annz, 到 0 的 集中 在 一 起 予以 统一 考虑 ! 余 者 ， 
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即 .canzi = 0 的 归 为 一 类 一 并 处 理 。 
设 annzi 殊 0， ， GNnzo 到 0， annzert= 0 annzs= 
0。 令 
torM = {y€ MM| 存 在 4 去 0 使 y= 0}。 
搞 凶 话说 ，y EiorM 志 >anny 交 0。 
:命题 1. 
《1) :torM 是 M 的 子 模 。 b 
(2 ) torM= Rz,DRz,D:…DRz,, 
证 先 证 明 (1) 成 立 。 任 取 纪 ，8aE torM， 于 是 存在 ci 六 
i0 :44 将 0 使 4191= 0，42y:= 0， 则 有 
Qa23(Y1 ~ Y2)= (a102)Y1 — (a1402)Y2 
=a2(41Y1) -a1(a2y2): 
= 0， 
而 且 414: 头 0。 从 而 y1~y:€torM，。 
任 取 yEtorM， 有 aER，a 关 0 使 ay= 0。 于 是 ,对 于 任意 
的 ER， 可 得 5 
CCt)= (ak)y= (ka)y=k(ay)= 0， 
从 而 ty EtorM。 这样，torM 是 模 必 的 子 模 。 
其 次 证 明 〈2 ) 成 立 。 一 方面 不 难看 出 ， 
Rz1 DRz:D:…ORz, EtorM. 
另 一 方面 ， 任 取 y=aiz1+azz2+'…+4szs 及 ， 若 有 Yy EtorM， 
则 存在 5ER，b 生 0 使 y= 0 。 即 
baizi tbaszs+ .+baszs= 0。 
这 时 由 定理 1 的 证 明 过 程 我 们 知道 ， 必 有 
bcizi= 0，1=1，2，… 3S， 
而 当 ;二 * 时 ， 又 必 有 
bai = 0=—>a1:= 0。 
牙 是 ， 只 能 有 
3=Ci2z1 二 0222 守 十 Cr。 
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故而 yy € Rz1@BRz:B'…BRz,,， torMERz ORz:B…DBRz,. 
奏 得 到 
lorM = Rz, DRz:D… DRz,. 
命题 1 证 明 完了 . 由 
由 命题 1 可知， 交换 环 上 的 模 M 当 中 恒 存 在 一 个 确定 的 子 模 
torM , 称 torM 为 M 的 捏 子 模 。 若 有 torM = 1 就 说 模 友 是 担 模 。 
明显 可 见 ， 一 个 交换 群 G 做 为 整数 环 2 上 的 模 来 看 时 ， 它 的 扭 子 
模 torG 就 是 G6 中 一 切 有 限 阶 (周期 ) 元素 做 成 的 子 群 。 特 别 地 ， 
当 torG = G 时 ，G 就 是 通常 所 说 的 周期 群 。 
定理 2 主 理想 环 上 的 有 限 生成 模 必 是 它 的 扭 子 模 与 一 个 
自由 子 模 的 直 和 。 
证 由 定理 1 ，M 有 标准 分 解 式 ， 
M= Rz. DDRz. DRz. DDRzs, 


其 中 
annz1 必 "DannzrF 0 
annzr+i1= 0, ', annzs= 0 。 
于 是 ， 由 命题 1 则 有 
torM = Rz1 D:DRz,, 
从 而 


M=torMO(Rz,,1D'%…DRzs) 。 
容易 指出 Rz,4+1 旬 … 旬 Rzs 是 用 的 一 个 自由 子 模 ， 这 是 因为 ， 如 
果 
QrriZr+it'*+aszs= 0 
则 必 有 
aizt=0, i=7+1, *…, s。 
并 且 必 有 
Qarii=0, ds= 10。 
即 Rz,+1@@… 旬 Rzs 是 人 的 一 个 自由 子 模 ,这 样 就 证 明了 定理 2 里 
定理 2 的 意思 是 说 ， 主 理想 环 R 上 的 有 限 生成 模 让 均 由 两 种 
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类 型 的 子 模 “ 合 并 ”而 成 。 当 中 一 个 成 份 是 1 的 一 个 唯一 确定 的 
. 子 模 torM ,另外 一 个 成 份 则 是 计 的 某 一 个 自由 子 模 。 自 由 子 模 的 
结构 是 简单 的 ， 也 是 清楚 的 。 而 扭 子 模 torM 虽 然 是 由 MM 唯 一 决定 
的 ， 但 是 它 的 结构 并 不 象 自由 模 那 样 简单 ， 我 们 还 没有 完全 型 清 
楚 它 的 结构 。 因 此 ， 我 们 下 面 主要 的 目标 是 研究 担 模 的 结构 。 为 
此 进一步 分 解 它 的 直 和 项 。 
首先 ， 我 们 给 出 如 下 的 一 个 基本 事实 。 
命题 2 
(1) 车 MM=Rx,，annx=《d), d=gh,，(g,h) = 1。 则 有 
M= RyORz; anny=(g) ,annz=(h) 。 
(2) 若 M= Ry@Rz,anny=(g), annz= (h), (g,h)=1, 
则 有 
M= Rx, annx= (gh) 。 
证 先 证 (1) 成 立 。 令 1=hx，z= gx, 于 是 取 a，b ER， 
使 ah+bg= 1。 则 有 
2 = (dh+Dg)XY=ahx+bSsz=GC+pzERI+Rz。 
从 而 M= Ry+ Rz。 
进而 ， 车 WE RYy 由 Rz， 则 有 w= c1y，4=czz。 从 而 
Bu=g(C1Yy)= (gc1)Yy= (c,8)Yy= ci (gy)=c1 C8 (hx))=c1 (gh) r= 0 
hu=h(csz)=c2hgx= 0。 
于 是 
u=1°= (ah+bg)u=ahut+ begu= 0。 
故而 M= Rz@Rz。 
并 且 由 于 
gy=g8(hx)= (gh)x=dx= 0， 
而 对 任意 的 a。， 有 
ay= 0 =—>ahx= 0。 
这 样 ， 由 x 的 阶 理想 (d) =(gh) ， 则 有 
gh\ah—>g\a,. 
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由 此 可 得 erny = (8)。 癌 理 可 得 annz = (有) 。 
再 证 《2 ) 成立。 由 下 = Ry@Rz， 令 x=3+2z， 以 及 aiit 
bg= 1 ， 于 是 
y= (aht+bge)y=ahy= ahyt ahz= ah(y+ x) = ahx, 
即 yERx。 而 z=x-yERx， 因 此 MERr。 故 得 有 = Rx。 
为 了 指出 annx= (gh)， 我 们 有 
cr= 0=—>cytcz= 0 y= 0, cx= 0, 
因而 gc, ANc,， 由 《g, 有 =1， 可知 gh\c。 即 cE (gh )， 
并且 还 有 (gh)x=gh(y-rz)= ghy+ ghz= 0。 故 得 annx = (gh)。 
命题 2 证 明 完了 ,日 
在 命题 2 的 基础 上 ， 我 们 有 以 下 至 要 的 
定理 3 车 计 =Rx，annx = 《4d)，d 有 标准 分 解 式 ，: 


d=pr pep 


那么 
M = Rx, DRx,D…DRY, , 
其 中 annx, = (pf) ,i=1, 2, ,1 
证 对 上 用 数学 归纳 法 。 
当 上 = 2 时 ，d= 友 1 而 人， 加)》 = 1。 于 是 由 合 
题 2 之 《1) 可 知 
M= RxDRx,, 
其 中 annxi= (Pf) ，annxs = (p41) ,好 t=2 时 定理 3 成 立 。 
归纳 假设 对 上 - 1 的 情形 定理 3 上 成立， 下 面 看 对 1 的 情形 ， 
事实 上 ， 由 于 d=pi 久 p27 = 《p11471)p41， 而 有 
Pilepiti!, pi')=1, 
再 据 命题 2 之 〈1) ， 可 高 
M= Ry+ Rx,, 
其 中 anny= (p22 annxi= (D1') 
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根据 归纳 法 假设 ， 则 有 


Ry= Rx1@D*…ODRx, -, 
其 中 annxs= (加 ,i=1, 2, ,tJ 
于 是 便 得 

M= Rx:…ODRx, -1DRx:, 


其 中 annxi= (pi') ,i=1, 2,…, tt. 目 

如 果 循 环 模 M = Rx， 其 生成 元 素 * 的 阶 理想 是 由 一 个 素 元 的 
先生 成 的 ， 即 annx = (Pp“)，p 为 R 中 之 素 元 素 ， 则 称 Rx 为 准 案 的 
《循环 模 ) 。 用 此 术语 ， 定 理 3 说 明 ; 任 一 循环 扭 模 M 均 可 分 解 


成 一 些 准 吉 循环 模 的 真 和 。 由 捏 模 的 定义 和 定理 3 直接 得 出 
4 主 理想 环 二 的 右上 限 生成 的 扭 模 是 准 素 的 循环 模 的 直 
和 。 


到 此 ， 对 村 

形式 的 下 和 分 钨 

M= RziDRz:OD…@ORz,, 
其 中 生成 元 淖 的 阶 理 想 成 北 降 序列 ， 

annz1 annzs .an 0, 
车 令 anazi = (d)， 则 和 dd，ds，…。 7 让 依次 能 整除 的 
di\Nds NNd,。 
另外 一 种 直 和 分 解 式 就 是 

FI = Rr OR D'OR ,四 


DRx:1DRx,.B' Rr, ,四 


! 环 上 的 有 限 生 成 的 扭 模 履 已 经 得 出 两 种 


ORx ,DRx, .0D.…ORx,,, 
其 中 Rx,y 都 是 准 素 前 。 妈 
altiy = (p71); 1 <i<r, 1<i<l,. 
由 命题 2 可 知 ， 捏 模 玉 的 这 两 种 形式 的 分 解 能 够 互相 唯一 的 确定 
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出 来 。 
例如 ， 我 们 把 有 限 交 换 群 M 做 为 Z 一 模 来 考虑 。 令 
M= Zu DZu, DZus DZv1 DL.DIw DZ ,, 
其 中 
annui = (32) , annus =(3) ,annus = (34) » 
annvi =(52) , annvs =(54) » 
annwi= (7) , annw2 =(7s) 。 
这 样 ，M 就 是 一 个 阶 为 3*574 的 有 限 交 换 群 ， 而 直 和 分 解 式 
M= Zu DZus + Zus DZ DZ DZ DZw, 
就 是 把 必 表 成 以 准 素 循环 模 为 直 和 项 的 分 解 。 
另 一 方面 ， 按 命题 2 之 (2 ) ， 则 有 ， 
M= Zx1D2Zx, DZx,, 


其 中 
Xl=U1, 
xX2=U2 +V t+, 
Xs =Ns+Vs+W,, 
并 有 
annx1 = (32) ， 
anmnxs = (33。52。7) ， 
annxs = (34。54。73) ， 
从 而 
annx1 之 CNNX2 annxs , 
或 者 是 


32\3。52。07\3.*.。54.73 
显然 ， 如 果 先 有 分 解 式 
M= 2Zx1DZx,DZx:, 
使 得 
annx1 = (32)Sannxs = (33*52*7) Sannxs =(34。54。73) 。 
于 是 按 命题 2 之 (1 )， 则 有 把 M 表 成 以 准 素 循环 模 为 项 的 直 和 分 
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解 式 ， 
M = Zi 四 7Zx: 四 Zr 个 Zou DLV DZ DZw:, 
使 得 
CNNUL =(32), annus = (33), annus = (34), 
annvi =(52), annvs = (54), 
annwi(7), annw:(7), 
为 了 说 话 方 便 ， 我 们 把 阶 理想 为 annx = (p') 的 准 素 循 环 模 
Rx 简称 为 p 型 的 。 于 是 ， 下 一 步 我 们 将 这 样 来 考虑 ， 把 扭 模 M 的 
以 准 素 循环 模 为 项 的 直 和 分 解 式 中 属于 同一 思 型 的 项 集中 起 来 予 
以 统一 研究 。 为 此 令 
以 ,= {y€ MM| 有 正 整 数 :， 使 pP*y= 0 }。 
换 旬 话说 ，yE Ms 专 之 Ry 是 型 的 。 称 Ms 为 M 的 一 个 p 一 分 支 。 
命题 8 
《1) M6 是 MM 的 子 模 ， 


(2) 车 加 ，b:，…，2b ,为 R 中 不 同 的 素 元 素 ， 那 么 
M», + M,, + + Mo,= M,, MG…@M 


换血 话说， 由 不 同 的 过 元 素 所 确定 的 分 支 ， 它 们 的 和 必 为 直 和 。 
证 先 证 (1) 成 立 。 任 取 yl，y: EM,。 则 有 正 整 数 k,， 
上 :使 得 
priyi=0., phay:= 0。 
从 而 
DAitha yim ya) =prrthyr— perthsy, 
=Pp hphiy) ~ philphays) 
全 0 。 
显然 kh1+k， 是 正 整数 ， 故 有 yi -ys EM，。 
又 任 取 yEM。， 有 正 整 数 k， 使 Piy= 0 。 于 是 对 任意 的 
aE€R， 则 有 
pelay) = pra)y= ap y= aby) =a"0=0. 
这 样 就 证 明了 UM, 是 M 的 一 个 子 模 . 
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再 证 〈2 ) 成 立 。 为 此 令 
JEMonM tet Mo s+ Mss t+ M,,, 
那么 
站 二 
其 中 Wi EM 。 于 是 对 每 一 个 9 (j=1，2，…，1) 都 有 相应 


的 正 整数 F,， 使 得 


pi =0。 
这 样 就 有 


pisy=p y= 0 
Pitot pet y= 


k i bk k . 
= es shiope Ct et Hitt ty ) 


好 和 | 4 
2 
上 碎 
‘ i / 
十 四 1 四 本 Petitpist! 


“pry,= 0. 
故 有 


br’ Canny, pi! 和 
出 玫 
人 0 
从 而 必 有 有 
1 Canmy—=>1°y=0—==>y = 0。 
尖 得 Mn Bp t+ p+ Mo t+tM ,={ 0} 
亦 即 证 明了 
Mos + Mos tt Mp,= Ho,OM,, DDH, ,. 晶 
定理 5 设 
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M= Rx11DRx, :DB Rr, ,OD 
DRx:1 DRx; :D'ORx:, ,© 
OO:…@ 
DRx, 1DRx, DDRr:+,, 
为 M 的 任意 一 个 以 准 素 循环 模 为 项 的 直 和 分 解 式 。 其 中 


annxii = (Pi), annxis = (pr:*), ON1y = D1 11), 


0TTIX 2 1 = (p21),annzes = (P27) ,annxs,, = (pa 272) 


annxss = (pr"'), annxss= (Pps),,annxs, = ps":), 


而 D1，p:，*…，p， 为 不 同 的 素 元 素 。 那 么 
(1) M=M,, ODM, ,OB…OM,,, 


(2) Mo = Rx DRx,:DDRr,,,, t=1, 2, 
证 先 证 (1) 成 立 ， 由 于 Rx,,, 导 MM。,， 从 而 有 
Rxirt Rxrest .t+ Rx, SEM,,, 
>MEM,, + Mp,, + + M,,. 
但 显然 有 Ms ,+ M5 +…+ 有 ,EM， 故 得 
M= Mo +M + +M,,. 


再 由 命题 3 之 〈2 ) ， 即 得 
M=M,, DM, ,BDOM, ,, 


再 证 (2 ) 成 立 。 按 M，, 的 定义 ， 显 然 有 
Rx 1 DRx ,DDRx ,SNMoi。 


于 是 由 题 设 以 及 刚 证 明 过 的 《1》， 自 然 可 得 
Rx .ORx 四 …@Rxi ,= Me， 


Cr 
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即 (2) 成 立 。 午 

推论 在 定理 5 的 前 提 下 ， 若 2 为 异 于 加 ，ba，…，， 的 素 
元 素 ， 则 有 M，。 = { 0 }。 

事实 上 ， 当 zp 为 异 于 p1，p:，…， 力 :的 素 元 时 ， 则 有 

Mp + Mp, + Mo, + +M,,= MODM,, ODM, ,DDM,,. 


从 而 Me NM, ,D+M, 四 … 四 Mo ,={ 0}、 这 样 ， 由 定理 5 之 


(人 1》， 即 有 
MNM={0}—>M,={0}. 
最 后 ， 我 们 来 证 明 标准 分 解 式 的 唯一 人 性。 
定理 6。 设 M 为 主 锂 想 环 R 上 的 有 限 生成 模 ， 它 有 如 下 的 两 
个 标准 分 解 式 ， 


M = Rz.DRz:D…DRzs 
= Rui 四 Rw: 申 … 四 Rw ，， 
其 中 
annz1 annzs annz,, 
annw 1 Sannws annw ， 
并 且 分 解 式 中 均 没 有 等 于 零 的 项 、 那 么 s=1， 
并 且 
annz1 = annwi, annzs =annws, ***, annze=annWwe, 

证 《一 ) 归结 于 扭 模 的 情形 . 

设 annzi 天 0，…，annz, 关 0， 
annze+i= 0, **, annze= 03 
annws 0 ，。%…， annwer0, 
annwu+! = 0°, annw,= 0。 

于 是 
torM = Rz DRz:D…@Rz, 
= Rw DRw:D.…DRw.. 
从 而 
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M/tord >Rz,4 BORe, 
Rw D'ORw,, 


其 中 的 两 个 直 和 分 别 是 秩 为 ;-? 与 -x 的 自由 模 。 由 于 同 构 
的 自由 模 必 有 相同 的 秩 数 ， 所 以 
s—7?=t—#。 

即 阶 理想 annz, 中 等 于 零 的 个 数 与 阶 理想 annw; 中 等 于 零 的 个 数 
相等 。 从 而 ， 这 就 使 得 定理 6 的 证 明 归 结 为 M = torM 的 情形 。 

(二 ) 归结 于 2 一 分 支 的 情形 。 

设 M 为 扭 模 ， 即 MM=torM。 我 们 考虑 MM 的 两 种 分 解 形式 ， 即 
M 的 标准 分 解 式 与 M 的 以 准 素 循环 模 为 项 的 直 和 分 解 式 。 前 面 已 
经 说 明 ,M 的 这 样 两 种 分 解 式 可 以 互相 唯一 确定 。 因 此 ,如 果 我 们 
能 指出 MM 的 任意 两 个 以 准 素 循环 子 模 为 项 的 直 和 分 解 式 有 相同 的 
阶 理想 集合 ,那么 在 这 两 个 分 解 式 里 ,对 任意 一 个 素 元 素 的 宕 刀 ， 
以 《p*) 为 阶 理想 的 准 素 循 环 子 模 的 直 和 项 的 个 数 相 同 。 于 是 定 
理 6 对 捏 模 就 成 立 。 而 要 做 到 这 一 点 ， 我 们 来 考虑 固定 一 个 素 元 
素 p。 在 两 个 分 解 式 里 ， 把 有 阶 理想 (p") (e=1，2，… ) 的 
准 素 循环 子 模 的 一 切 项 组 成 和 。 于 是 得 到 两 个 和 ， 据 Mo 的 定义 
与 定理 5 可 知 ， 这 两 个 和 都 是 直 和 且 都 等 于 M。。 因 此 ， 若 对 每 
一 个 M， 能 证 明 ， 任意 两 个 以 准 素 循环 子 模 为 项 的 直 和 分 解 式 
中 ， 项 数 相 同 ， 阶 理想 集合 也 相同 ， 那 么 定理 就 被 证 明了 。 因 而 
这 又 把 定理 6 的 证 明 归 结 为 M = Me 的 情形 。 

(三 ) 对 M = Ms 的 情形 证 明定 理 6 成 立 。 

设 M=M =Rzi 中 Rz: 由 … 中 Rz， 

= Ri 中 Rw: 中 … 中 Rw ,。 

于 是 


annzi = (Pp !),annzs 一 《( 力 "2 )， wyGNNXs = (Pp) ， 


annwi = (pf!),anmws= Cp?) ,annw, = Cp:) 。 
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田 于 阶 理 起 是 递 隐 前 ， 百 知 
el 和 cz 委 … 和 ec fi<f,<%<,. 
令 
pr"M= {px|xE M}, k=0, J. 2 
则 得 子 模 的 递 降序 列 ， 
MpMEP MR. 
涉 虞 商 模 
Me pM/pr tM = {prt pt MIxE M}, 


商 模 M 2 的 任意 元 天 2*Y=p*Y+p**! 必 与 五 中 的 元 纯 * 相 乘 ， 
则 有 
prprx=p prx+ pt M)=p*+1M= 0 。 
这 表明 环 有 的 理想 〈 妨 ) 零 化 模 及” 。 于 是 ， 按 自然 的 方式 可 
以 把 M 号 看 做 商 环 R/(p) 上 的 模 。 因 为 bp 是 素 元 素 ， 记 以 R/(p》 
是 域 . 这 样 ， 必 中 就 成 了 域 上 的 线性 空间 、 从 而 有 一 个 确定 的 
维 数 。 下 面 我 们 来 分 析 线 性 空间 M ”的 维 数 与 序列 
eco 


的 联系 。 为 此 考虑 这 样 的 上 : 

oe Se Sh<err Se,, 
这 就 是 说 ,序列 e1<es<…<e。 中 有 s~i 个 数 是 大 于 上 和 的， 于 
是 


pM=p*(Rz:D'%…ORz, DRz,+1D…ORz,) 
=RD zr) + +ROpze) 。 


由 此 可 以 看 出 ，p ?zer1，…，Diz。 

的 线性 空间 政纪 ER 注 面 还 不 难 沸 出 这 组 生成 元 
了 此 
+bs 


* 这 ss-i 个 


素 是 1 9 的 一 个 基底 。 令 
Ditr Digitrt etbe be = 0， 
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其 中 系 区 Du+: ，…，Z 均 为 域 R/( 思 中 的 元 素 。 我 们 需要 的 是 它 
们 都 是 R/Cp) 中 之 堆 元 素 ,. 为 了 达到 这 个 目的 ， 我 们 把 上 面 那 个 
线性 组 合 的 式 子 改写 成 男 外 的 形式 ， 即 

b, etd Zt Ee tbsprzo Ep"'M 
从 而 又 可 写成 如 下 的 等 式 : 

六 二 二 
= 一 > ( 力 cmd prt + (be -csp)p'ze= 0 。 
于 是 出 定型 1 的 证 明 过 程 ， 可 知 

(Bic)pbezs= 0, h=it1, ,ss, 
由 此 可 得 

NG ct)’, 2 pe Nb cap)p’. 

因为 8<eiti 志 … 二 es， 则 有 


PNCbiti— Curb), *, PNCbs cep) 


>p\bir, *%, PNbe, 


=>h = 0 ad bs=0 
此 处 0 是 域 R/(p) 的 零 元 崇 
这 就 说 明 Przitr，…，Vze 在 R/(B) 上 是 线性 无 关 的 ， 即 


Dziti 9 "zo 是 线性 空间 必 % 的 一 个 基底 。 故 而 Mo 的 维 
小 等 于 -1 

总 括 起 来 说 ， 即 有 

RS k， 数 列 et，ez，…，e* 中 大 于 的 数 
， 完 全 同样 的 ， 也 有 
一 个 非 负 整数 下， 数列 户 ， 庆 ，…， 大 中 大 于 大 的 数 
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由 此 必 有 

S= 并 且 e1=fi, es2=fi, …, es=fs。 
这 就 完全 证 明了 定理 6. 午 

我 们 把 刚才 证 明 是 唯一 的 阶 理想 递 降序 列 

annz1, annz2, **, annze 

叫做 模 MM 的 不 变 因 子 理想 。 

在 放 的 以 准 素 循环 模 为 项 的 直 和 分 解 式 中 ， 各 个 准 素 循环 子 
模 的 阶 理想 叫做 必 的 初等 因子 理想 。 使 用 这 样 两 个 术语 ， 便 有 

定理 7 主 理想 环 R 上 两 个 有 限 生成 模 是 同 构 的 <>> 它 们 有 
相同 的 不 变 因 子 理想 。 目 

定理 8 主 理想 环 R 上 的 两 个 有 限 生 成 的 扭 模 是 同 构 的 <=> 
它们 有 相同 的 初等 因子 理想 。 量 

在 =2 时 ， 每 个 理想 有 唯一 的 非 负 生成 元 素 ; 在 R= FCX] 
《F 为 域 》 时 ， 每 个 理想 也 是 或 者 由 零 元 生成 ， 或 者 由 唯一 的 一 
个 首 系 数 等 于 1 的 多 项 式 生成 ,在 R 是 这 两 种 特殊 的 环 的 情形 , 自 
然 的 把 不 变 因子 理想 的 唯一 确定 的 生成 元 素 叫做 模 的 不 变 因子 
而 把 初等 因子 理想 组 中 各 个 理想 的 唯一 确定 的 生成 元 素 叫做 模 的 
初等 因子 。 


习 题 


1。 试 决定 2492 /天 的 结构 ， 其 中 天 是 由 
fi= (2, 1, -3) ， 
fi= (1, -1, 2)， 
生成 的 子 模 。 
2。 设 吃 是 高 斯 整数 环 Z[ 门 。 试 决定 D'”/K 的 结构 ， 其 中 
fi= (1, 3, 6) ， 
fi= (2+3i, —3i, 12-—18i) ， 


» 184. 


fs=(2-3i, 6+9, -18D) 
为 子 模 K 的 一 组 生成 元 。 
3。 如 果 M 是 由 2 与 * 生 成 的 ZCx) 的 理想 子 环 ， 试 证 MM 不 能 
吉成 循环 ZCx] 一 一 模 的 直 和 。 
4。 设 吃 为 实数 域 R 上 的 多 项 式 环 RCA]，M 是 DD 一 一 模 ， 表 
成 循环 模 的 直 和 ， 
M=Dy,BDy:DDYy, ODy,, 
其 中 
yi=(A— 1), ys = (M+1)2, 
ys= CA- 1)Ch +1) 4 4=(A+2)(X2 十 1)2。 
试 决定 MW 的 初等 因子 和 不 变 因子 。 
5。 试 证 主 理想 环 D 上 的 扭 模 M 是 不 可 约 的 当 且 仅 当 M = 
Dz，annz=(p) ， 其 中 为 刀 中 的 素 元 。 
6。 设 M 是 主 理想 环 D 上 的 有 限 生成 模 。 试 证 ，MM 是 不 可 分 
解 的 当 且 仅 当 M = Dz，2znz = 《(p*) ， 其 中 是 D 中 之 素 元 。 
7。 我 们 把 主 理想 环 D 上 的 有 限 生成 模 用 的 秩 定义 为 自由 模 
M/torM 的 秩 。 试 证 : 
如 果 必 之 D "JK， 那 么 rankM =n-rankK。 
并 且 
如 果 N 是 L 的 一 个 子 模 ， 那 么 N 与 M/N 都 是 有 限 生成 的 ， 而 
且 有 
rankM =rankN + rankM/N. 
8。 设 M 是 主 理想 环 D 上 的 扭 模 ， 不 变 因子 理想 序列 为 
(di)2(ds) S22(d) 
证 明 。M 的 任意 一 个 同 态 象 玉 也 是 扭 模 ， 并 且 必 有 不 变 因子 理想 
序列 为 
(4)2(4)2.…2(4) ， 
使 得 1i 生 >， 以 及 dd di Ne 9 Nd . 
9。 设 MM 是 主 理 想 环 D 上 的 模 ，N 是 用 的 一 个 子 模 ， 如 果 对 
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于 任意 的 aED, yEN, 使 得 .2 
ax=y 在 MM 中 可 解压 之 ax= J 中 可 和 
则 称 入 是 履 的 纯 子 模 , 试 证 ， . .“ A 
1) 如 果子 模 N 是 放 的 直 和 项 ， 那么 N 是 1 的 纯 子 模 。， 四 
，2 ) 如 果 六 是 1 的 一 个 纯 子 模 ， 以 及 : 
ann(x+ N)=(d), 
那么 陪 集 x+ 入 中 存在 元 素 x， 使 annx = (d)。 
10。 证 明 ， 如 果 NN 是 主 理想 环 D 上 有 限 生 成 的 扭 模 M 的 一 个 
纯 子 模 ， 那 么 N 是 内 的 直 和 项 。 
11。 设 M 是 主 理想 环 D 上 的 有 限 生 成 的 所 模 , 证 明 ， 对 每 一 
个 xEM， 任 意 一 个 使 
QnnzCSannx 


的 任 环 于 模 Dx 是 如 的 一 个 结子 模 ， MD -个 直 和 项。 
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85 在 交换 群 和 线性 变换 上 的 应 用 


本 节 把 主 理想 环 上 有 限 生 成 模 的 结构 理论 应 用 于 两 个 特殊 
的 情形 ， 即 R=2 与 R=F 的 情形 ， 此 处 F 是 域 ， 

首先 考察 R=2 的 情形 。 

这 时 模 用 就 是 通常 的 有 有 限 生成 组 的 交换 群 。 于是， 基本 结 
构 定理 〈$ 4 定理 1) 表明 ， 

有 限 生成 的 交换 群 MM 是 循环 群 的 直 和 : 

M= {x1 Oz ID OLze), 

其 中 annz1 = (di) ，annzs =《d2)，…，annzs 三 (ds) ， 且 使 


di\di\* Nds, 
如 果 令 d, 之 0 (i=1，2，…,5), 那 么 d, 就 正 是 z, 的 阶 〈( 周 
期 。 假设 
di#0, di#¥0, ,ds#0, diri=0, ,ds= 0， 


于 是 群 必 的 扭 子 群 就 是 履 中 一 切 有 限 阶 元 素 组 成 的 子 群 ， 而 且 有 
torM = [zi 四 Cz 思 四 … 四 [Cz。 
显然 ，torM 中 恰好 含有 didz…d, 个 元 素 ， 即 
liorM|=did2°"d,。 
这 说 明 任意 有 限 生成 的 交换 群 了 的 “ 扭 ”torM 只 含有 限 个 元 素 。 
并 且 使 
“ M=torMOM,, 
其 中 M。 是 一 个 自由 群 。 一 般 来 说 ， 这 个 < 上册 成份 不 是 唯一 
确定 的 。 但 是 它 的 秩 数 是 唯一 的 。 显 然 ， Mr。 是 个 无 限 群 ， 其 中 
没有 阶 为 有 限 的 元 素 了 。 
关于 钥 模 分 解 成 准 永 入 环 共 的 直 和 的 -- 般 结果 8 4 定理 4)， 
在 此 特殊 化 为 ， 
任意 有 限 交 换 群 K 是 阶 为 素数 宪 的 循环 群 的 直 和 。 并 且 ， 做 
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为 这 个 分 解 式 中 各 项 的 阶 的 各 素数 宏 及 每 一 个 知名 的 个 数 都 是 叭 
一 确定 的 ， 称 这 样 确 定 的 索 数 舌 为 群 玫 的 不 变量 。 于 是 有 
两 个 有 限 交 换 群 是 同 构 的 人 > 它们 有 相同 的 不 变量 
例如 ， 据 此 结果 容易 断言 。 6 阶 交换 群 只 有 1 个 。 这 是 因为 
6=2x3， 所 以 6 的 素数 宕 因子 只 有 一 种 分 配方 式 ， 即 
2，3。 
因此 ， 6 阶 交换 群 就 是 
M=Z:Z:， 
ZOZsTZ = 0, 1, 2, 3, 4, 5), 
同样 可 以 断言 ，4 阶 交换 群 只 有 两 个 。 这 是 因为 4 =2:， 记 
以 4 的 不 同 的 素数 矢 因 子 有 两 种 分 配方 式 ，: 
(1) 2, 23 
(2) 2:。 
因此 ，4 阶 交换 群 有 如 下 两 个 : 
M,=ZDZs; Ms=Z,, 
其 中 Mi 就 是 klein 四 元 群 。 
其 次 研究 R= 下 是 域 的 情形 。 
这 时 域 上 的 有 限 生成 模 就 是 了 上 的 有 限 维 线性 空间 ， 由 此 
我 们 可 以 得 到 有 限 维 线性 空间 上 一 个 线性 变换 o 的 标准 形 理论 。 
设 V 是 域 上 的 4 维 空间 ，o 是 六 上 的 任意 一 个 取 定 的 线性 
变换 。 任 意 取 定 了 了 的 一 个 基底 2 ，w:，…，u.。 即 有 
了 = Cui，za，…，zo]。 : 
令 线性 变换 co 在 基底 xi，x:，…，t。 上 的 系数 阵 为 4= (a4 ;)。 
则 有 
DPN Ou 本 
dj us | -| ous 4 办 
了 | : 
Us us/ (i 


这 时 cz， 用 基底 vi:，xe，…，zks 丝 性 裂 出 的 系数 恰好 是 短 降 
4= lass) 的 第 # 行 元 未 。 
众所周知 ， 如 果 以 可 逆 撼 降 了 为 过 泪 阵 把 基底 tt ，tws，…， 
x。 换 成 新 的 基底 vu，va，…，。， 即 有 
VIAN 1 


vi|plus 


V。 Ua/。 
于 是 ， 线 性 变换 o 关于 这 个 新 基底 的 系数 矩阵 就 是 
B=PAP™!, 
即 线性 变换 o 关于 两 个 基底 的 系数 矩阵 是 相似 的 ， 具 体 联 系 如 上 
式 ， 
一 个 线性 变换 o 在 两 个 基底 上 的 系数 矩阵 之 间 的 这 种 联系 提 
示 了 一 种 可 能 性 ， 即 如 果 可 逆 和 矩阵 了 选取 得 适当 ， 可 以 使 B 具 有 
相当 简单 的 形式 。 这 就 是 有 名 的 相似 标准 形 问 题 。 
为 了 解决 上 述 的 标准 形 问题 ， 我 们 回忆 起 以 下 的 情况 ， 用 给 
定 的 线性 变换 o 可 以 把 原本 是 域 了 上 的 1 维 线性 空间 7 定义 成 多 
顶 式 环 FCX] 上 的 有 限 生成 模 。 这 里 的 关键 是 弄 清楚 作为 环 FCX) 
上 的 模 了 7， 售 数 乘法 是 怎样 施行 的 。 
对 于 FC 和 中 的 任意 一 个 元 素 ， 
gM) =bo thiNAt +b.N", 
和 7 中 的 任意 一 个 元 素 *， 用 g(X) 去 乃 x 的 乘法 ， 规 定 为 
BMX=boxt+bi(ox) + +b,(0"x), 
即 
Eg(MX=g(0)x, 
显然 ，FCNA] 与 之 间 的 倍数 乘法 是 了 与 7 之 间 的 倍数 条 法 的 扩 
充 ， 且 使 和 =ox。 
以 下 我 们 用 上 一 节 的 结构 理论 来 具体 分 析 FCN] 一 模 了 的 结 
构 。 
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首先 ,由 六 = [zx:，xzs，…，ze]y 可知 做 为 PFC 和] 上 的 模 来 看 了 
是 有 限 生成 的 ，&1，w:，…，w。, 就 是 六 在 FL 和 NJ 上 的 一 组 生成 元 
素 。 即 有 
V=FCNMu + FCAMus + + PCAW,. 
其 次 tor = 了 即 了 是 CA] 上 的 捏 模 。 换 句 话 说， 中 任 
一 元 素 * 在 FC 和 J 里 的 零 化 子 均 不 等 于 { 0 }， 即 annx 才 0 。 
事实 上 , 车 x*EV， 那 么 由 于 V 是 F 上 的 n 维 空间 ， 于 是 对 序 
列 ， 
Xy 和 xy 入 2Xy on 
来 说 ， 一 定 有 正 整数 mx， 使 x 是 
MX 和 AX，… 和 Am:X 
的 线性 组 合 。 即 有 
AMNx=boxtbiNrt +ha-i NA-!'x, b, EF, 
于 是 ， 有 非 零 多 项 式 
BM) = 和 baiA™ :一 … 一 DA 入 一 bo， 


-使 


g(x= 0。 
从 而 g( 和 ) Eannx， 因 此 annx= 0。 
对 于 这 个 有 限 生 成 的 捏 模 了， 自然 有 FCX] 上 的 自由 模 
FOAM" = [ciy ca Cn], 


使 得 

FON ~y, 
其 中 

NC |—>u, i=1, 2, **, 1n, 
从 而 


PON '™ {KV, K= kern, 


为 了 用 RFCM '" /EK 的 结构 来 决定 V 的 结构 ， 我 们 需要 取 K 的 一 个 
生成 组 。 对 此 我 们 可 以 证 明 如 下 的 
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命题 ”元素 
fi= hei— Daises 1&i<n, 
jl 


是 K 的 一 个 基底 。 
证 首先 指出 f, 都 是 K 中 的 元 素 。 这 只 须 说 明 f, 在 n 之 下 的 象 


都 是 7 中 的 零 元 。 
事实 上 


nCf1) =nNes ~ Darses) 
j=! 
=M(e,) — Dasnles) 
d=1 


= 和 ui 一 aryl 


1 

=M, -Ou, 
二 OU 一 OU 
=0。 

其 次 指出 有 ，f:，,…，f, 是 K 的 一 组 生成 元 。 

因为 FC “"? 中 之 任意 一 个 元 素 y 都 可 以 吉成 基底 ct，e:， 

ec。 的 线性 组 合 ， 
y=g1(MertgaCN)es t+ gCN)es, 


而 由 f=We, cyer， 即 有 
Eo 


Mi=fi+ 并 es 
J! 
可 使 y 表 成 以 下 的 形式 : 


y= Dh Wft Doe. 
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于 是 

yEK<> be EKS> biu, = 0< 拓 > = 0。 
这 样 ，yEK<>y= 开 h (Wf,。 即 人 1 ，f;，…，fs 是 的 一 组 
生成 元 素 。 

最 后 再 指出 fi1，f2，…，fs 在 FLX) 上 是 线性 无 关 的 ， 对 
此 ， 如 果 


Dh Wf = 0， 


[1 


用 记 =)et- Daises 代入 上 式 ， 则 有 
j=1 


Dh (Mhes = Dh, Nasses 


1 is j=l 
由 此 可 得 

h COON=h Nar th Ma te t+h, CMa,,. 

其 中 =1，2，…，7。 
上 式 只 有 当 每 一 h, (A) 均等 于 零 时 才能 成 立 。 否 则 不 妨 认 为 
hi( 和 \) 是 次 数 最 大 的 一 个 。 这 时 ， 我 们 看 : 

h CM N=Rh CNMar t+ hs CA)az rt + hh (Na, 
从 而 可 匈 ， 左 端的 次 数 为 4egh1《 和 ) +1, 而 右 端的 次 degh1 (和) 。 
这 是 个 矛盾 ， 它 表明 必须 一 切 kh,(X》 均等 于 零 。 这 就 证 明了 
f1，f2，…，f. 是 子 模 K 的 一 个 基底 . 时 

这 样 ， 我 们 容易 知道 ， 子 模 的 这 个 基底 f1,f，…,f。 用 
模 FCX] ”的 基底 ect，ez，…，c， 线性 表 出 时 恰好 有 以 下 的 形 
式 ， 


/fi\ 从 一 Gil 2 一 is /el } 
fs i -2 入 -aa … ~asa||es | 
区 \ a -ae kasd es 
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其 中 系数 环 阵 为 


A-a -03 "* -Os 
XT_4=| ~ 入 -cx … 一 0a。 
-Co -ao … 入 一 Gao/。 
它 正 好 如 通常 所 说 的 是 线性 变换 o 的 系数 矩阵 4 的 特征 矩阵 、 同 
时 称 行列 式 
MT- 4 =f(N) = 和 -ca +…+( -1)"c 
为 矩阵 4 的 特征 多 项 式 。 


于 是 ， 由 8 4 定理 1 的 证 明 过 程 可 知 ， 特 征 和 矩阵 ~ 4 的 不 
变 因 子 恰 好 就 是 FC 和 一 模 7 的 不 变 因 子 ， 并 且 所 有 不 变 因子 的 


积 等 于 特征 多 项 式 帮 X) 。 
由 于 7 是 FCX] 上 的 扭 模 ， 所 以 XT- 4 的 标准 形 必 有 以 下 形 


式 ， 


1 
d1(N) | 
| da(X)， | 


\ acD | 


其 中 di (MD)，dz(A)，…，ds(M) 都 是 首 系数 等 于 1 的 多 项 式 ， 
并 且 依次 能 整除 ， 即 有 | 
di(W\Nda ON Nds (NM). 
于 是 ， 存 在 可 逆 甜 阵 P，0， 合 


/1. / 

上 一 | 

QI- A)P=! di.(\) | 
| da 

\ dN) | 
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这 样 令 


并 取 
ZI1 Usamatl ，22 一 -of ，…， 28-1 二 Un-1， Xs Us, 
便 得 FC 和 一 模 V 的 标准 分 解 式 ， 
V=FCNz BFCN)z: DDBFCNz,, 
其 中 
annz1 = (d1(%)), annzs = (dM) ,annzs = (ds(N\)) 
以 下 我 们 通过 FC 和 一 模 7 的 这 个 标准 分 解 式 找 出 线性 变换 0 
的 表示 矩阵 4 的 相似 标准 形 。 
首先 ， 当 *= 1 时 ，V PCAJz1 是 循环 模 。 于 是 
annzi = (di(AX))》 = (f(X\)) ， 
此 处 fC 和) 是 4 的 特征 多 项 式 ， 由 于 (和 ) 是 零 化 z: 的 次 数 最 低 的 
非 零 多 项 式 。 从 而 可 以 断定 
zi 和 Azl，…， 和 -2z1， 和 1z1 
这 # 个 元 素 必 为 一 空间 7 中 "个 线性 无 关 的 向 量 。 而 了 在 了 上 的 
维 数 等 于 n， 因 此 ?1，XY1，…，X"-?z1，N"…!z1 是 了 的 一 个 基 
底 。 
我 们 来 求 出 线性 变换 o 在 了 的 这 个 基底 上 的 系数 乱 阵 。 我 
们 有 5 
ozt= 和 ziy 
oO(Mz1) = 入 (azl) = 和 2zl， 


(CA 22) =A" 0x) = 入 一 209 
Ga(M"-Izi) = 和 -1Cozl) = 入 zi 


=al 和 -lz 一 as 和 -2zi 十 中 ( 一 1) "la 
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由 此 可 得 oc 在 zy Xzi，…， 和 zl， 入 :2 上 的 系数 矩阵 为 


0 1 0…0 0 

0 0 1… 0 0 | 
| 0 0 0 … 0 :| 
WCG-D'-ie。。 。 -az ai 


这 个 矩阵 的 最 后 一 行 恰好 是 d:(AX)(= (1(A)) 的 除去 首 系数 之 外 
的 系数 反 号 之 后 ， 按 升 守 的 顺序 排列 而 成 。 
一 般 地 ， 对 任意 一 个 首 项 系数 等 于 1 的 多 项 式 ， 


dN) = 和 一 DA- 一 … 一 5 一 boy 
都 唯一 的 确定 一 个 形 如 

(01 0… 0 0 

|o%01… 0 0 

0 0 0 . 0 1 

Cs by bs 1 bins bai 


的 矩阵 ， 称 其 为 多 项 式 d(X) 的 伴 贿 矩阵 。 用 这 样 的 术语 便 有 ， 
上 述 线性 变换 "关于 基底 ， 
2 Mis rs Mpg 入 "-izi 
的 系数 矩阵 正 是 特征 多 项 式 f(X) 的 伴随 矩阵 
现在 考虑 一 般 情 形 。 
这 时 我 们 对 7 的 标准 分 解 式 
V= FCNzOFCNz.D…ODFCNzs 
中 的 每 一 个 循环 子 模 FCX]z,， 求 出 它 在 F 上 的 基底 。 把 这 些 子 模 
的 基底 依次 按 段 连 在 一 起 就 正好 是 V 在 F 上 的 一 个 基底 。 
设 d,《%) 的 次 数 为 ,， 则 
Zi 和 zi，…， 和 ee 1zi 
就 是 子 模 FCA]z, 在 上 的 一 个 基底 。 令 
di = 入 Di- 
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则 有 


zi 全 和 zi， 
O(NMz1) = 和 ziy 


ICON) 二 和 
O(N iTiz) = A iz, 一 Dozi 十 六 (MAzi) 二 … 
二 bini-i(N ezr) 。 


因此 ，o 在 子 模 FCXJz， 上 看 时 ， 关 于 基底 zf， 和 zi，…， Ar1z， 
的 系数 矩阵 为 


0 1 0 vy 0 \ 
(0 0 0 
B,=| 。 。 这 。 ‘ 
0 0 0 0 1 
TN TE 
于 是 0 关于 V 的 基底 


gis Netg 9 和 Ai :2 Za 入 zs， sg Maza Zs 


和 zs，…， 和 "sa-!z。 的 系数 矩阵 为 


其 中 Bi 是 di《 和 A) 的 伴随 和 矩阵， 把 这 样 的 矩阵 B 岂 做 线性 变换 的 
有 理 标准 形 。 
总 结 以 上 讨论 ， 对 于 域 F 上 1 维 线性 空间 V 的 线性 变换 0， 为 
了 求 出 5 的 有 理 标准 形 和 矩阵， 有 具体 步 又 如 下 ， 
1) 任意 给 出 在 7 的 某 一 基底 xi，z*，…，zw 上 上 的 系数 策 
阵 ， 设 为 4。 
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2 ) 用 初等 变换 求 特征 拢 阵 MT 一 4 的 标准 形 如 下 ， 
1 


BOW = Va, 
CD 
aa0D1， 
从 而 得 到 4 的 非常 数 的 不 变 因子 d:(X)，d2:(X)，…，de(N)。 
3) 写 出 4d;(X)》 的 伴随 矩阵 B;，i =1，2，…，s。 那 么 对 
角形 分 块 矩阵 可 
天 


Bi | 
B=| Bs 
| 


就 是 4 的 有 理 标 准 形 ， 亦 即 线性 变换 o 的 有 理 标 准 形 和 矩阵 。 

如 果 希 望 指出 线性 变换 o 的 这 个 有 理 标 准 形 矩 阵 所 依赖 的 
基底 ， 可 以 按 如 下 的 步骤 进行 ， 

1) 把 化 特征 矩阵 XT- 4 为 标准 形 的 各 个 初等 变换 积累 起 
来 ， 表 现 为 二 


本 
OCT- 4)P=BCOA) =; Qi (CA)》 
d:C%). 


\ aa 
其 中 0，P 为 FPC) 上 的 可 逆 和 矩阵 〈 实 际 上 等 于 一 些 初等 矩阵 的 乘 
积 ) 
2 ) 以 P- :为 过 渡 矩 阵 ， 得 出 了 在 FCA 上 的 生成 组 
人 Ul 


Vs | = P-1|22 


i Wa 
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写 出 
Zi Us ，22=Ua-e+i ，…，2-i 一 Vi Ze 一 UV。 
3 ) 对 于 每 一 个 z,( i=1, 2, *…, 5) 家 
Nis ORi9i gy O10, 
其 中 ,是 不 变 因 和 孙 d,(X) 的 次 数 。 把 这 样 得 出 的 :组 无 素 按 有 
连接 起 来 ， 

Ry Oy ys Oa, Wy Oy “yp Oa tgay “yg 
zr， 0z4，…，0"e!1ze， 这 就 是 V 在 F 上 的 一 个 基 辣 。 在 这 个 基 
底 上 o 的 系数 矩阵 就 是 有 理 标 准 形 的 。 

例 设 了 =0%2 是 有 理 数 域 O 上 的 三 数组 空间 ， 令 zli，zsz， 
us 是 了 的 任 一 基底 : 了 = [xy zz，tzs]。 

取 V 上 的 线性 变换 0 为 


Ou = ~ — 2us+ 6us, 


Ous = 一 Ni + 3us, 
Ous= 一 NI 一 Ma 十 43。 
即 o 在 基底 x: ，xz，&s 上 的 系数 矩阵 为 
-1 -2 6 | 
A 0 3 | 
-1 -1 | 


斌 来 < 的 有 再 潜 六 于， 二 作 全 的 全 全 人 全 
阵 。 
解 按 以 上 所 说 步骤 去 做 。 
”1) 题 中 已 经 给 出 o 在 基底 41，w。，us 上 的 系数 矩阵 4。 
2 ) 用 初等 变换 求 特征 矩阵 


A+1 2 二 
XT-4= 1 和 一 3 


1 
1 1 A-4 | 
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的 标准 形 。 具 体 过 程 我 们 略 去 不 写 ， 其 结果 是 


1 
! 
OCT- A)P=! A 


1 . 
人 
其 中 
00101132-3 
o=-|。 -1 0 
\1 32- -3/ 0 1 -1 


是 分 别 集中 体现 了 上 述 化 简 过 程 中 所 用 的 行 、 列 的 初等 变换 。 
这 里 有 两 个 非常 数 的 不 变 因子 ， 
diCM) = 入 -1，da2(A) = 入 一 2 二 1。 
3) 写 出 di(X) 与 dx(X) 的 伴随 矩阵 ， 


0 1 
Bi= | 
i 
从 而 4 的 有 理 标 准 形 为 


B， 平民 0 0 


3=| 用 0 1 
\ Bj \o -1 2 


如 果 希 望 指 出 线性 空间 Q‘* 的 使 线性 变换 0 的 系数 矩阵 为 上 
述 的 有 理 标准 形 的 基底 ， 可 按 前 面 指明 的 步 又 去 做 。 即 . 
1) 在 前 面 化 简 过 程 中 已 经 得 出 可 逆 甜 阵 


(1 3 -3) 
P=|0 0 -1| 


* 8 


1 % -3 
|， -1 1 
\0 -1 0 
以 P*! 为 过 渡 阵 ， 写 出 
Ui =U1 + Nus ~ 3us, 
Vs = 一 Na 十 23y 
Vem 
因为 4 的 非常 数 的 不 变 因 子 有 两 个 ， 记 以 应 有 
Z1=Vs, Zs =Vs。 
3) 对 xz!，zs 逐次 求 出 “部 分 基底 ”， 
Zi» X21 Oxi 
这 样 ，z:，xzs，azs 就 是 所 求 的 基底 。 为 了 看 得 明 白 ， 把 这 个 
基底 用 7 的 原来 的 基底 zi:，xa，zs 表达 出 米 如 下 。 
Z1=Vs= 一 8X2 十 13 
x2=Us= —i2p 
Oxs = MNz2 = Ns = -Ns =, SGU, 
即 有 
Zi= 一 za 二 zsy 
{ Z2= 一 22 9? 
bos 三 &1 一 3us。 
于 是 ， 新 、 旧 两 个 基底 之 间 的 过 滤 和 矩阵 为 
0 -1 11 
c=lo -1 0 
1 0 -3 人 
最 后 ， 利 用 这 个 过 湾 和 矩阵 C 也 可 得 出 线性 变换 o 的 有 理 标准 
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形 短 阵 为 ; 
0 -1 1)/-1-2 网 | 他 -3 1 


cdc-:zl 0 -1 of- oslloe-l 0 
(1 hl 


1 -1 0 
11 0 0) 
=| 0 从 ， 海 
0 -1 2 


线性 变换 o 还 可 能 存在 另外 一 种 标准 形 和 矩阵 ， 即 所 谓 的 
Jordan 标准 形 。 这 需要 每 一 个 非常 数 的 不 变 因 子 都 能 分 解 成 
FC 和 中 一 次 因 式 的 乘 积 。 如 果 F 是 复数 域 时 ， 就 能 办 到 这 一 点 。 

”现在 假设 FCN] 中 的 非常 数 多 项 式 都 能 分 解 成 一 次 因 式 的 习 
积 。 这 样 ， 关 于 FC[ 和 J 一 模 7 的 初等 因子 都 有 以 下 形式 ， 
(A—7)", rEF, 
”对 应 每 一 个 初等 因子 -六 *， 有 一 个 准 素 的 直 和 项 ， 
FCNw, annw= 〔〈( 入 -7 7) 
因为 -7) "是 w 的 化 零 多 项 式 当 中 次 数 最 低 的 ， .所 以 FON 
模 FCNJw 做 为 F 上 的 线性 空间 有 基底 为 
WwW, CMT, ArT, CAN) 
并 且 有 
Ow= Mw =7rw + (NA-—7)w, 
OA-—7wW=NMAN—T WwW =r7 AT w+ (NAN-7) Iw, 


CCA-7)9-22= 入 (入 -7)9 w=r A) wt N77) ww 
O(NA-r) w= NAN- wv 
=7(A-7) "Iw+ (A-7) wv 


=7(A~7) "iw 
因此 ， 把 o 限 制 在 FCMw 上 来 看 时 ，o0 关 于 基底 
WwW, Ar)w, (AT 
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的 系数 矩阵 是 


0 0 0 … 0 7 
这 样 ， 当 把 7 表 成 以 准 素 循环 模 为 项 的 直 和 为 
V=FCNw DF DL…DFCNY, 
时 ， 其 中 
annwi = 〔〈( 入 -7 ，1=1，2，…，t。 
那么 对 每 一 个 准 素 的 直 和 项 FCXJw,， 做 为 上 的 线性 空间 求 出 
它 的 基底 ， 、 

Wis (AM—rOWs CAT) tiw,, =1，2，…，t。 
把 这 上 组 “部 分 基 ” 连 在 一 起 就 得 到 线性 空间 了 关于 F 的 一 个 基 
底 ， 

Wi (NrOW, CAT wi, 


Wa (入 一 72)2 ，…， (入 一 72) 2 ws 


Way (MT)We, os (和 一 7 Or 


于 是 ， 线 性 变换 o 在 这 样 得 到 的 基底 上 的 系数 矩阵 为 


Cs 

Cul Es 

2 
其 中 

r 1 0 0 0 
0 r+, 1 0 0 

C= es rals 2 “sy £6 
i0 0 0 r, 1 
(0 0 0 .0 + 
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我 们 称 矩 阵 C 为 线性 变换 0 的 Jordan 标准 形 和 矩阵 。 

为 了 求 出 一 个 线性 变换 o 的 Jordan 标准 形 和 矩阵， 只 要 求 出 模 
7 的 初等 因子 组 即 可 。 一 般 地 ， 把 不 变 因子 41 (和 )，d2CX)，…， 
d ,入 ) 表 成 标准 分 解 式 : 


(CN =p1 :CMDs1*CN) Dp 


和 (CD ， 


da CM =p1* (Ops** (Mepr a (A) ， 


da CM) =p3 CAPs CA) pss! a N), 


那么 元 素 的 寄 妈 55(A)》 ， 除 去 指数 为 0 的， 就 是 所 要 求 的 全 部 初 
等 因子 。 在 前 面 的 例题 里 ， 不 变 因子 
和 -1，(A-1): 
已 是 初等 因子 。 于 是 c 的 Jordan 标准 形 和 矩阵 为 
1 0 0 


C=|0 1 1 


0 0 1 

以 上 关于 线性 变换 o 的 标准 形 矩 阵 的 讨论 表明 ， 如 果 把 域 
上 的 ?2 阶 方 阵 按 相似 关系 加 以 分 类 ， 那 么 每 一 个 类 里 都 有 唯一 的 
一 个 有 理 标准 形 矩 阵 《 也 叫 这 个 类 里 任 一 矩阵 的 有 理 标准 形 》， 
而 且 不 同 的 类 里 的 有 理 标准 形 也 不 同 。 换 句 话 说 就 是 

4 与 8 相似 < 所 >4 与 8 的 有 理 标 准 形 相同 。 

再 有 ， 如 果 FCX] 中 多 项 式 都 能 分 解 成 一 次 因 式 的 乘积 ， 那 
么 在 相似 分 类 之 下 还 存在 另外 一 种 标准 形 矩 阵 ， 即 Jordan 标准 
形 。 并 且 也 有 相应 的 一 个 充分 必要 条 件 ， 即 

4 与 8 相似 吉之 在 不 计 对 角 线 上 小 块 的 次 序 的 意义 下 ，4 与 
B 的 Jordan 标准 形 相同 。 显 然 ， 4 的 有 理 标 准 形 由 特征 矩阵 
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和 一 4 的 不 变 因 子 所 决定 ，4 的 Jordan 标准 形 则 由 和 I 一 4 的 初等 
因子 一 一 一 次 式 的 者 所 决定 。 


习 题 
1。 决 定 阶 为 360 的 不 同 构 的 交换 群 ， 
2。 验 证 矩阵 
1 0 0 0 
A4=| 0 1 0 0 
-2 0 0 1 
-2 0-1 2 


的 特征 多 项 式 在 有 理 数 域 上 是 一 次 式 的 情 积 ， 进 而 决定 4 的 有 再 
标准 形 和 Jordan 标准 形 。 再 求 出 使 4 相似 于 各 标准 形 的 过 渡 甜 
阵 。 

3。 设 卫 是 域 ，4，DBEM,(F) 。 证 明 ， 4 与 8 相似 所 > 
AMT-4 与 X-B 相 抵 。 

4。 证明， 任意 矩阵 4 相似 于 它 的 转 置 矩 阵 4/ 。 

5。 证 明 ， 线 性 变换 o 所 决定 的 FC 和 一 模 六 是 循环 的 当 且 
仅 当 o 的 特征 多 项 式 f(X) 是 o 的 最 低 多 项 式 。 

6。 证 明 ， 任何 一 个 敌 零 和 矩阵 4( 即 4* = 0 ) 必 相似 于 和 矩阵 


Ni 0\ 

| Ni ,， 

\0 ‘wal 

其 中 N, 为 如 下 形式 的 矩阵 ， 

/0 1 0 … 0 01 
0 0 1 : 0 

N= oo i=1, 2， pe 
| 0 0 … 0 | 
\o0 0 0 . 0 0/ 
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7。 设 为 案 数 ，F =2Z，。 证明， F 上 的 两 个 p 阶 方 阵 


0 1 0 0 0\V/1 1 0 .00 
上 0 0 1 0 0| |。 1 1 . 0 9 | 
ey 
0 0 0 1 | lo oo :| 
1 0 0 0 0/\ 0 0 1 


8。 证 明 ， 实数 域 上 任意 一 个 1 阶 方 阵 4 均 相 似 于 一 个 分 
块 对 角形 阵 ， 使 对 角 线 上 的 小 块 为 以 下 两 种 形式 之 一 ， 


久生 
0 r+ 1 … 0 ;| 
和“ ! | 
0 .0 0 … 0 7 
或 

0 
-ba0l : 
0110 | 
-ba0l | 
aa | 

~ba0l 


使 得 :<42， 其 中 未 标 出 的 元 素 都 等 于 0 。 
9。 设 为 交换 环 ，c1，c:，…，e, 为 自由 模 R'” 的 任 屿 一 


个 基底 。 令 1 为 Re 的 任意 一 个 模 自 同 态 ， 使 pe = Eas 


i=1，2，.…，7。 于 是 象 域 的 情形 一 样 ， 使 R'" 成 为 一 个 RC 和 J 
上 的 模 ， 即 规定 ，Ax = nx， 半 xER'"”。 证 明 Cayley 定理 成 立 ， 
即 1(4) = 0。 其 中 4=(ass), fC%) =1A~Al。 
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8$6 “ 主 理 想 环 上 有 限 生 成 模 的 自 同 态 环 


在 第 三 节 里 我 们 讨论 了 用 和 矩阵 来 刻 划 模 的 同 态 映 射 。 特 别 
地 ， 对 自由 模 的 自 同 态 给 出 了 它 的 矩阵 表示 定理 。 容 易 想 到 这 
是 高 等 代数 中 关于 有 限 维 线性 空间 的 线性 变换 的 矩阵 表示 理论 的 
简单 推广 。 现 在， 我 们 将 把 线性 变换 的 和 矩阵 玫 示 理论 进一步 推广 
到 主 理想 环 D 上 的 有 限 生 成 模 M 的 情况 ， 在 结构 定理 ($4 定 
理 1》 的 基础 上 研究 自 同 态 环 Endp M 的 矩阵 表示 问题 。 

设 D 为 主 理 想 环 ，M 为 D 上 的 有 限 生成 模 。EndpM 为 M 的 全 
自 同 态 环 。 

根据 8 4 定理 1 ，M 有 标准 分 解 式 ， 

M = Dz: 四 Dz: 四 … 四 Dz， 


annzi annzs annzs$ 


或 者 是 
annz1 = (di1), annza =(d3), **, annz, = (d,)， 
使 得 
di\di NNds, 
令 
annzi 0, **, annzm 0, CNNZr+1 三 O11ZO 三 0。 
我 们 考察 M 的 任意 一 个 自 同 态 ? 。 可 令 
N21) =wW4, N22) =W2, …， Na) = Wa 
即 自 同 态 1 作用 在 生成 组 z:，z:，…，z。 上 的 象 依次 为 M 中 的 
3 个 元 均 ， 
1， 纪 2 也 es 


于 是 ， 对 于 MM 中 的 任意 一 个 元 素 x， 它 在 1 之 下 的 象 为 ， 
若 zx=aizi+aazas 十 … 十 Ga2p3 


则 
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_ n(x) = Ca + AWs + "+ Gaws. 
并 且 还 有 ， 对 于 每 一 个 w, 都 有 
ai =din(z1) =n(d;iz;) =7(0)= 0， 
=—>annw, annz;, 
反之 ， 如果 w1，w:，…，ws 是 计 中 的 s 个 元 素 具 有 性 质 ， 
anmwiannzi, CNNIW2 忆 CNNz2 *%, annwe2.annzs, 


则 有 
a ad 冠 bz 于 Qiwi= 于 fw 
st 121 tm! 


由 此 可 知 ， 规 则 
az, (> aw,, 
1-1 Pe 
合理 地 定义 了 M 的 一 个 变换 。 并 且 不 难 验证 : ?9E EnrdpM ， 亦 即 
这 样 定义 的 9 必 为 模 MM 的 自 同 态 。 
把 以 上 讨论 归纳 起 来 ， 我 们 已 经 得 到 如 下 的 基本 事实 。 
命题 1 设 。 


W= {Ciswa Ww ) | wv EM, 使 annw: Dannz, } 。 


则 有 规则 ， 
VIN Ww, wa a) 


是 EndpM 与 WV 之 间 的 一 个 双 射 . 目 
设 1TEEndpM， 使 


PIN (Wi Ws, We) 。 


nz1) =wW1=biizi tbizzs t+ "+b szs, 
Nz2) =ws 一 21z1 thsz2 t+ + baszs, 


N24) = =berzi tdsazs + + besze. 


"01 


对 此 我 们 采用 简洁 的 记 法 如 下 ， 
21 bi bis 和 bis) 1 


Z2 |= Bar D2 bao | z 


2s bos bos 9 之 
称 * 阶 方 阵 B= (5,;) 为 自 同 态 1 关于 生成 组 z1:，z:，…，z: 的 表 
示 抑 阵 。 
现在 我 们 指出 矩阵 3 的 如 下 之 特性 。 
《1) 由 cznzrf = (di) ， 可 知 B 的 第 i 行 元 素 
br, bis, "bis 
可 用 元 素 bi 1，5%:，…，2$ ,来 代替 ， 此 处 
bb (mod d1) 
b's=b;: (mod dz) 


1 


bi :=bi, (mod d,) 
一 般 地 ， 即 有 
b'sy=by mod dy) , j=1, 2, ***, $。 
《2) 由 annwi 二 annz1， 即 diw; =0， 则 有 
dibiizitdibiazs t+ tdibiszs=0 
=>dibyizi =0, dibiszs =0,..°, dibiszs =0, 
==—>d1i\dibi, da NdiDiay ee ds\dibis, 
>dibir=cnd, dibis=ciadas"sdibis = Crsde, 
即 有 ci，cir:，…，cisED， 使 得 
dibii=cusdi, 1T<i j<s, 


这 sxs 个 等 式 可 以 用 和 矩阵 的 形式 集中 的 、 鲜 明 的 表达 出 来 , 即 有 


{di bi bis bs C11 Ci cd 
| dz bs1 b2s … ba 三 | CR CE *" Cas dz 
\ de)\bsr bss bos) \Cer Csa Cos ds 
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还 可 写成 

diag{di, ds, **, ds}B=Cdiag{di, ds, 7%s di} (#) 
其 中 C= (ci 4)。 向 且 容 易 指 由 ， 如 果 和 矩阵 B 满 足 条 件 (*)， 那 
么 B=B+7Tdiag {di，d:，…，ds} 也 满足 条 件 《*) ， 其 中 
TEMs(D) 。 

令 

R= {BEM,(D)18B 满 足 条 件 (*)}。 
容易 验证 ，R 是 M,(D)》 的 一 个 子 环 ， 并 且 对 任意 一 个 BER， 用 
所 1 、\ 


= 也 | 22 


习 | 2 


\zs 2 | 
恰好 定义 模 MM 的 一 个 自 同 态 7。 
这 样 ， 子 环 R 中 之 矩阵 恰 是 EndsM 中 一 切 自 同 态 的 全 部 表 
示 和 矩阵 。 即 
3 了 | 一 > 人 
是 从 R 到 EndpM 的 一 个 满 射 。 并 且 此 9 是 环 的 反 同 态 。 
进而 还 有 
9(B)=0<>B=Tdiag{di, ds, de 
即 反 同 态 映射 9 的 核 kerp = 是 环 R 中 一 切 满足 条 件 
B=Tdiag{di, ds, *…, da} (wk) 
的 短 阵 B 所 成 之 理想 ，TE Ms(D)。 
把 以 上 的 讨论 归纳 起 来 ， 可 以 得 到 如 下 的 结论 。 即 
命题 2 设 l 
M = Dz1@BDz:O. -Dr 
annz: = (dw), di \di, << 力 
是 M 的 标准 分 解 式 。 那 么 M 的 自 同 态 环 ExdpM 反 同 态 于 商 环 
BR/K， 其 中 了 R 是 满足 条 件 〈# ) 的 矩阵 组 成 的 全 阵 环 Me(CD) 的 
子 环 ，K 是 满足 条 件 〈* * ) 的 矩阵 组 成 的 R 之 理想 。 卓 
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特别 地 ， 如 果 愉 是 马 一 自由 模 ， 即 〈d,) = { 0 }， 这 时 则 有 
R=MoeCD) ， 玉 ={0}。 如 果 s=1， 即 M =Dz 是 循环 模 ， 这 
时 了 = (5),， bED。 由 DD 的 交换 性， 条 件 .(*) 将 自然 被 满足 。 
故而 R=D，K= (d) =annz。 于 是 

D/(DEndo M. 
下 面 我 们 进一步 揭示 表示 和 矩阵 B 的 具体 特征 。 
由 条 件 di Nds\ Ndr 关 0，dir=…=d= 0， 则 有 
(1) 车 i>j， 则 dj\\d;。 于 是 条 件 
dibis= 0 (mod dj) 
对 任意 的 六 ;都 能 被 满足 ， 所 以 ，B 中 (i，) 位 置 的 元 素 5b, 可 
以 是 任意 的 。 
(2) 车 i 三 r，ij>r。 则 dj) =0，d, 关 0。 于 是 条 件 
dibis=0 (mod di) 
只 有 当 5,; = 0 时 才能 被 满足 。 所 以 ，B 中 〈 7 ) 位 置 的 元 素 
b,j= 0。 
(3) 车 i>r, j>r。 则 dy= 0，d,= 0。 于 是 条 件 
dibi;=0 (mod d)) 
对 任意 的 5,， 都 能 被 满足 ， 所 以 ，B 中 (i，) 位 置 的 元 素 b ,1 
可 以 是 任意 的 。 
《4) 车 i<i 三 r ， 则 条 件 
dibiy=0 (mod dj) 
表明 dj\d,5,1。 于 是 存在 元 素 c,1， 使 
dibii=cusdi 
此 式 可 以 简 记 作 : b,j=c,3di'dj。 

综合 以 上 各 种 情况 ， 中 和 矩阵 了 = (97 ) 之 元 素 可 以 具体 

的 表明 如 下 ， 
*。219， 


| cizdi!lds 1 Crdi'd, 0 


Lesn C22 cardi!d, 0 A 0 
B=| cr 4 ke 0 0 0 : 
CrtiiCrtis Creie Crti rti °” Crtis 
\er css SC ty i 
或 者 可 以 粗略 地 表 成 ， 
0 
B= 
多 
任 意 
任 意 


其 中 标 出 之 cyy 均 为 任意 元 素 。 当 ;<jSr 时 ，《〈 1) 位 置 的 
元 素 bij=ciydi'dj。 
进而 ， 分 析 BEK 的 充分 必要 条 件 是 什么 。 或 者 说 ， 指 出 R 中 
之 矩阵 3 属于 反 同 态 9 的 核 kerp = 的 特征 。 
由 前 面 的 讨论 ， 已 知 
BEK<->B=Tdicgfdi，d:，…，d 
所 之 B 的 第 i 列 元 素 均 被 di 所 整除 。 
从 而 有 
(1) 车 >r， 则 dj = 0。 于 是 ，K 中 的 矩阵 B 其 第 7 列 以 
后 各 列 必 均 为 0 。 
(2) 车 这 >) 和 和 rz， 于 是 di Ncoi。 
(3) 车 i<j 三 r， 于 是 b,j 应 被 dj 所 整除 ， 即 有 
。311 。 


8 =gejdy。 
由 此 可 得 
bis=crsdi'di= 911d1 cdi' = qs 
: 3c gd Fd Ns 
这 样 ，K 中 的 矩阵 应 具 以 下 形式 


(Nar | 
Sp ; 
| 


! 

| 

上 

| 

| 

| 。 
| Ne 
\ 


最 后 指出 , 当 M 是 握 模 时 ， 则 有 s =7， 此 时 ,表示 矩阵 B“ 收 
缩 ” 成 左上 角 那 块 > 阶 方 阵 。 即 B 中 被 划分 的 四 个 区 域 简化 为 两 
个 区 域 ， 对 角 线 及 其 下 部 ， 对 角 线 的 上 部 ; 


dd 5: 


任意 人 


四 ee 
eg 


其 中 ce /为 也 中 之 任意 元 素 。 

以 上 对 主 理想 环 D 上 的 有 限 生 成 模 M 的 自 同 态 环 EndpM 之 表 
示 符 阵 给 出 了 具体 的 刻 划 ， 而 且 指 出 了 零 自 同 态 的 表示 和 拢 阵 之 特 
征 。 在 此 基础 上 ， 对 由 7 维 线性 空间 V7 的 一 个 线性 变换 0 所 诱导 
出 来 的 FC 和 J 一 模 V 给 出 一 些 重要 的 结果 。 

因为 FC 和 一 模 V 是 扭 模 ， 记 以 一 切 dg 关 0 (或 4, (和) 大 0)。 
如 上 所 述 ， 这 时 矩阵 3 已 收编 为 两 个 区 域 ， 于 是 可 以 做 如 下 之 处 
理 。 
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(1) 对 i>j， 即 对 角 线 上 及 其 下 部 的 元 素 cjj， 可 用 
(mod dj) 之 合同 元 素 cj 来 代替 c;;。 即 可 令 
crs=qisdstcs, degcss <degdi;=n). 
《2 ) 类 似 地 ， 对 <7， 即 对 角 线 上 部 的 元 素 cyd? dj， 
可 令 
Cis=4qride tc degcy<degdi =n1, 
当 把 R 中 的 矩阵 B 简化 成 满足 上 述 之 条 件 (1) 与 (2) 时 
(实际 上 就 是 降低 B 中 各 元 素 的 次 数 ， 使 之 低 于 相应 的 d， 的 次 
数 ) ， 则 称 3 为 正规 化 的 矩阵 。 
对 表示 和 矩阵 B 之 所 以 按 此 方式 加 以 正规 化 ， 因 为 : 
BEK<=>B 的 对 角 线 上 及 其 下 部 的 元 素 按 列 〈 mod dj ) 合 
司 ， 对 角 线 上 部 的 元 素 按 行 (mod di) 合同 。 因此，R 中 的 正规 
化 矩阵 做 成 的 子 集 5 与 自 同 态 环 End p eV 之 间 可 以 建立 起 一 个 一 
一 对 应 
$1BI—>1, BES, 
这 样 ，5 与 Bndp chV 都 可 以 自然 地 看 成 是 基础 域 了 上 的 线性 
空间 ， 而 且 在 双 射 之 下 二 者 是 同 构 的 ， 即 


4 
SEndp co。 


诚然 ， 这 里 是 做 为 域 F 上 线性 空间 的 同 构 。 从 而 可 得 
dimpS = dimpEndV, 

命题 3 设 V 是 域 F 上 的 n 维 线性 空间 ，o 是 了 的 给 定 的 一 个 
线性 变换 ，? 为 的 任意 一 个 线性 变换 。 则 有 

Tt 是 FC 和 J 一 模 V 的 一 个 自 同 态 志 祈 oT=To0， 其 中 FC 和 一 模 V 
是 由 o 诱导 而 成 的 。 

做 为 一 个 习题 ， 把 命题 3 的 证 明 留 给 读者 去 做 .和 外 

通过 命题 3 便 可 计算 出 与 域 了 上 一 个 给 定 的 方 阵 4 《看 成 
0 | 一 > 4) 可 交换 的 一 切 矩 阵 〈 组 成 RE 上 的 一 个 线性 空间 ) 之 维 
数 t。 因 为 t=dimsS。 
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自体 计算 如 下 ， 

设 Si;(1 达 i，j 三 : ) 表 示 除 《i，j) 位 置 之 外 ， 其 它 元 素 均 
为 0, 而 (i，j) 位 置 元 素 是 任意 的 正规 化 矩阵 。 于 是 ， 对 每 一 
对 i 与 1， 一 切 S1 ;做 成 5 的 一 个 子 空间 ， 并 且 有 线性 空间 的 直 和 和 

S=@5, fe 
从 而 可 得 
(1) 当 12 时 ，dim{51;} = nj， 
(2-) 当 i<j 时，dim{S4j}=ni。 
故而 

dimS=sen1+(s ~—1)ns+ :+2nr +1enst 

+(s—1)n+(s—2)n+ .+2n.2 + 1ens 


el 


= BD-itDnt+ Bs-n 
jm! d= 


= E22it Du, 
用 矩阵 语言 来 表述 以 上 这 个 等 式 的 结果 ， 则 有 
定理 1 (Frobenius) 设 4EM。(CF)，di(A)，d:(X)，…， 
ds(A) 是 MI -4 的 不 等 于 1 的 不 变 因 子 。 令 
degdi (N=n, =1，2，…，3。 
那么 与 4 可 交换 的 一 切 7 阶 方 阵 组 成 F 上 的 一 个 线性 空间 5， 其 维 
数 


dimS= 六 (25- 21+1)zy。 量 
f= 


推论 如 果 FCN 一 模 了 是 循环 的 ， 了 = FCX]z， 就 说 线性 变 
换 o 是 循环 的 。 那 么 ，c 是 循环 的 当 且 仅 当 与 c 可 交换 的 一 切线 性 
变换 恰 为 c 的 全 部 多 项 式 。 即 
ot=0T7<>Tt=f(0), f(N) EFCN, 
或 者 ， 令 So 表示 与 o 可 交换 的 一 切线 性 变换 r 组 成 的 线性 空间 ， 
214* 


则 有 So= PFCco]。 

事实 上 ,0 是 循环 的 和 >S=1, 即 7=FCM) zt。 于 是 d (CA)( 即 
d1《%)) 是 co 的 最 低 多 项 式 m(A)。 因 而 ，c 的 多 项 式 集 合 FCo]， 
做 为 F 上 的 线性 空间 ， 其 维 数 恰好 等 于 mn: = degdi(X) 。 显 然 ， 
FCLo]SS。， 即 o 的 多 项 式 必 与 0 可 交换 。 这 样 ， 为 了 此 式 之 等 号 
成 立 ， 当 且 仅 当 s=1 即 足 。 

由 维 数 公 式 ， 当 s= 1 时，dimS = ni， 从 而 可 得 FCo) = 5。。 
如 果 s>>1， 则 有 


4 a 

dimS= > (2s— 2i+ Dn> Dny>n, 
上 1 

一 >FCo] 筷 S。， 或 是 FCoJ<S。。 


总 之 ， 推 论 被 证 明了 。 是 
最 后 ， 给 出 关于 自 同 态 环 EndpM 的 中 心 的 一 个 结果 ， 来 结 


束 我 们 的 讨论 。 
定理 2 EndpM 的 中 心 恰 是 一 切 “ 相 似 自 同 态 ”o 所 组 成 的 
子 环 Cs 


orl—rarx¥xEM, 
4 为 马 中 取 定 的 任意 一 个 元 素 。 
证 显然 ， 每 一 个 “相似 自 同 态 ”c 均 属于 自 同 态 环 BzxdoM 
的 中 心 。 反 之 ， 设 ?为 EndpM 的 中 心里 的 一 个 元 素 。 
我 们 考虑 一 组 特殊 的 自 同 态 ， 
zi， 当 t=s 时 ， 


| , 
0 ， 当 t 生 Ss 时，i=1,，2, ，s 


具体 地 写 出 来 就 是 


Xi X29 9 Xamiy Xay 


] 
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Pl9 2Z23 …， Zeb? Zay 


v 
0，0，… 0， gos 
于 是 
?zs=?(Ees zs) = 2ss(yzr)=Esa(Caizl 十 Gazz2 十 十 Gaza) 
=asEsazs 三 04Z2 
同样 可 得 
?zf=Lezi i=1, 2, 0% 3 一 1]。 
由 此 可 见 ， 对 M 中 的 任意 一 个 元 素 x， 都 有 
yxz= asx, 
这 就 是 说 中 心里 的 元 素 ? 恰好 是 一 个 “相似 自 园 态 ”。 故 而 5 就 
是 EndpMM 的 中 心 . 年 
例 ” 取 F=0Q 为 有 理 数 域 ，o 为 QG 上 三 维 空间 V = Cui，#:， 
xs] 的 一 个 线性 变换 。 令 


U1 u1) 

ol|u |=4 网 

us us 
1 0 0 
4=| 0 0 1| 
0 -1 21 


求 与 4 可 交换 的 一 切 三 阶 方 阵 。 
解 〈 一 ) 把 了 做 为 OCX 一 模 求 看 ， 则 由 特征 矩阵 为 


和 -1 0 0 
0 人 


0 1 A-2. 


AI-A= 
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可 知 不 变 因 子 为 1 ， 和 A- 1， (A-1):= 和 :一 2A+1， 于 是 ， 由 分 
解 定理 ， 有 标准 分 解 式 
V= QC DO 
annfi= (CA—-1)) , annfs= ((N-1):). 
即 有 di CAX) = 和 -1, di(M)=N -2Ntl, r=1, Hi=2, 
这 样 ，R 中 之 正规 化 矩阵 有 以 下 形式 ， 
bi bi12CN—1) 
人 0 十 Da: 入 
与 此 正规 化 矩阵 对 应 的 线性 变换 为 
Se DF:, 
Tf, =b2ifi+ (bss +b,,N)f,, 
由 标准 分 解 式 中 的 生成 元 f1，fs 还 原 得 出 7 在 @ 上 的 基底 为 
fi, f,, Nf, 
此 中 访 ，Xf:， 就 是 QC 和 Af。 看 成 CO 上 的 线性 空间 时 的 一 组 基 
底 


biss b»:€EQ, 


由 此 进而 便 可 算出 做 为 0 上 线性 空间 V 的 线性 变换 7 在 基底 
ft，f,， 和 f, 上 的 系数 矩阵 Bs: 
户 ] fh 
f: |= 了 | f, 
局 


T 


此 处 
tfi=bufs—b12fs + bs Ns, 
Tf =Daifi + bsfs + baN:, 
TYMf: =Db2ifi— bsfst Cbs: +203)N: 


{bis -bi bs ) 
B=| bs ba2 bss | 
\b2y ~bss bast+2b0as / 

人 ， 3217 。 


由 于 o 关 于 基底 f,，f，,，%f， 的 系数 矩阵 就 是 4， 记 以 与 4 可 交 
换 的 矩阵 其 一 般 形 式 就 是 上 述 的 矩阵 B。 
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1。 证明 命题 3 。 

2。 设 G 为 有 限 交 换 群 ， 它 是 阶 数 依 次 为 :1，mz，…，?zs 的 
循环 群 的 直 和 ， 基 中 niNNny (i 过 让。 证明: G 的 自 同 态 之 个 数 等 
于 


, 
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3。 在 M。(@) 里 求 出 与 矩阵 


0 0 0 0 1\ 
| 1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 
0 0 0 1 0 
可 交换 的 一 切 和 矩阵 。 


4。 在 M,(Q) 里 求 出 与 矩阵 
1 0 0 0 
00 10| 
0 0 01 
0 1 -3 3 
可 交换 的 一 切 和 矩阵 。 
5。 证 明 ， 域 上 有 限 维 线性 空间 的 一 个 线性 变换 o 是 循环 的 
当 且 仅 当 与 0 可 交换 的 线性 变换 环 是 交换 环 。 


| 
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